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CAPITULO Xill 

ECUACIONES DIFERENCIALES 

§ 1. PLANTEO DEL PROBLEMA 
ECUACION DEL MOVIMIENTO DE UN CUERPO, 

SIENDO LA RESISTENCIA DEL MEDIO 
PROPORCIONAL A LA VELOCIDAD. 

ECUACION DE LA CATENARIA 

Supongamos que la flmción y = 1 (x) expresa cuantitativamente 
un fenómeno. Al estudiar este fenómeno es imposible establecer 
directamente el carácter de la dependencia entre y y x; sin embargo, 
se puede establecer una dependencia entre 1:'18 magnitudes x , y, 
y las derivadas de y respecto a x: y', yw, . . . y<"l., es decir, se puede 
escribir una ecuación diferencial. 

De la dependencia obtenida entre x, y y las derivadas es preciso 
deducir la dependencia directa entre x e y, es decir, hallar y = 1 (x), 
o, como suele decirse, integrar una ecuación diferenciaL 

Estudiemos dos ejem plos. 

Ejemplo 1. Desde una cierta altura se ha arrojado un cuerpo de masa m. 
Determinar la ley según la cual cambia la velocidad de calda v, si sobre el 
cuerpo, además de la fuerza de gravedad, actúa la fuerza de resistencia del 
aire, proporcional a la velocidad '' (el coeficiente de proporcionalidad es k), es 
decir, es preciso encontrar v = 1 (1}. 

Solución. En virtud de la segunda ley do Newt.on m~~ = F, donde, ~~ es 

la aceleración del cuerpo en movimiento (la derivada de la velocidad respecto 
al tiempo), y F es una fuerza que actúa sobre el cuerpo en la dirección del 
movimiento. Esta última es resultante de dos fuerzas: la de gravedad, mg, y 
la de la resistencia del aire, k v (se toma con signo menos, puesto que está diri
gida en dirección opuesta a la velocidad). 

Entonces 
dv 

mdt = mr: - kv. (1) 

'Hemos obtenido una relación entro una función desconocida v y su derivada 

:~ , es decir, una ecuación diferencial respecto a la función desconocida v 

(la ecuación del movimiento de paracaldas de ciertos tipos). Resolver esta ecua
ción diferencial significa encontrni w1a Sunción v = 1 (t) tal que satis.faga 
idénticamente a la ecuación diferencial dada. Existe unn infinidad de fun
ciones de este tipo. Es fácil comprobar que toda función del t.ipo 

h 
--t mg 

v=Ce m +- (2) 
k 
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satisface la ecuación ( 1) cualquiera que sea ol número constante C. ¿Pero, 
cuál de o~tas funciones dará la dependencia buscada entre 11 y t? Para encon
trarla, usemos una condición adicional: al arrojar· el cuerpo, le damos una velo
cidad inicial 110 (que, en particular, puedo ser igual a cero}; supongatnOll cono
cida esta ve locidad inicial. Pero, en esLo caso, la funci ón bu~cada 11 = f (t) 
debo sor tal que para t = O (al principio dol ruovimiento) so verifique la con
dición 11 = 110• Poniendo 1 = O, 11 = u0 en la fórmula (2), obLenemos: 

mg mg 
110 = C+ -¡;-, de doude: C=uo--¡;- . 

De esta manera se det.cnnina la constante C. Por consiguiente, la depen
dencia buscada entro u y 1 es: 

1\1 

m mg 
+--¡¡-· (2') 

De esta fórmula .~o duduce que si 1 es suficientemente grande, la volocidad 
v depende poco do v0 • 

Notemos que si k = O (es dec,r, la resistencia del aire no exis to o es tan 
pequeña que podemos despreciarla), obtenemos el resul~ado•) bien copocido 
en fisica: 

V= Vo + gl. (2·) 

Esta funciún satisface la ecuación diferencial (1) y La · condición inicial: 
u =- v0 pa1"a 1 = O. 

Ejemplo 2. Un hilo floxible homogónol' llS lá suspendido por sus dos extre
mos. Hallar la ccuaciún de la curva cuya fonna va a wmar el hil o bajo su pro-

pio peso (esta forma es la que toman las cuerdas, 
Y r ca.blcs y cadenas suspendidas). 

Solución . Soa Af 0 (0, b) el punto más bajo 
del hilo, y M, un punto arbitrario (fig. 244). 
Examinemos la parte M 0 111 del hilo. Esta parte 
es tá equilibrada bajo la acción de tres fuerzas: 

i} la tensi6n T, que actúa a lo largo de la 
tangente al punto M, y forma con el <!je O:z: el 
ángulo q>; 

2) la tensión JI, en el punto M 0 , que actúa 
horizontalml•n te; 

3) el peso ys del ililo, dirigido verticalmente 
hacia abajo; dundo 1 es la longitud del arco M o•i1, 

0 x y es el peso específico lineal del hilo. 
Descomponiendo T en sus componentes hori-

Ftg. 244 zontal y ver tical, obtenemos las ecuaciones del 
equilibrio: T cos q> = H, T seo ¡p = yS. 

Dividiendo In segunda igualdad por la primera, obtenemos: 

tg(f' = h S. 

•¡ La fórmula (2•¡ puede obtenerse do la (2'), pasando al limite: 
kl 

i~~ [ {t:o- m:) e- m + ':g J ~ 110+ gt. 

(3) 
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Supongamos ahora que la ecuación de la curva buscada se puede escribir 
en la forma: y = f (z). Aquí, f {z) es la función que debemos encontrar. Note
mos que 

tg(j) = /' {.:t) = ~ . 

Por tanto, 

.!!:l!...-..!_s 
dx - a ' 

donde por a está designada la razón !!.._. 
y 

Derivemos respecto a z ambos mie.mbros de la igualdad (4): 
d2y i ds 
dz2 =¡¡cr;- · 

Pero ya sabemos {véase § 1, cap. VI) que: 

:; =vi+ ( :~ ) 2 • 

{4) 

(5) 

Poniendo esta expresión· en la ecuación (5) obtenemos la ecuación dife
rencial de la curva buscada: 

d2y =J... .. /1+ (.!!:!!...)2· 
dx2 a V dx {6) 

Esta función expresa la relación entre derivadas primera y segunda de la fun
ción desconocida y. 

Sin prestar atención a los métodos de resolución de ecuaciones, indique
mos qul! toda función de la forma 

(7) 

satisface la ecuación (6), cualesquiera que sean los valores de las constan tes 
e, y e 2• Esto es fácil comprobar, introduciendo las derivadas primera y segunda 
de la función mencionada en la ecuación (6). Indiquemos sin demostración 
que estas funciones {para diferentes e, y e2) abarcan todas las soluciones posi
bles de la ecuación (6), lo que será demostrado más adelante (en el § 18). 

Las gráficas de todas las funciones obténidas de esta manera se llaman 
catenarias. Aclaremos, ahora, como se debe elegir las constantes e, y e2 para 
obtener precisamente la catenaria en la que el punto inferior M tenga las coor
denadas {0, b). Puesto que, para z =O, el punto de la catenaria ocupa la posi-

ción JDIÍS baja, la tangente a este punto es horizontal, es dE:'cir, * = O. Ade

más, según la hipótesis, en el punto indicado la ordenada es igual a b, es decir 
y = b. 

De la ecuación (7) se deduce:. 

1 {.!. +e, - (.!.. +ct) ) y'=z ea -e a . 

Poniendo aqut x = O, obtenemos: 0=+ (ec1 -e-c1). Por tanto, e1 = 0. 



8 Ecuaciones di/er~ncin/es 

Si b es la ordenada del punto M 0 , entonces y = b para x = O. 
Suponim1do que x = O, C1 = O de la ecuación (7) obtenemos b = 

=,Y(·I + 1J +C2, de donde: C2 =b-a. 
En definitiva encon tramos: 

X :\' 

y= ~ (e u +e- -¡;-) +&-a. 
La ccuac1on (7) so s implifica considerablemente, si tomamos la ordenada MI 
punto M 0 igual al número a. Entonces, la ecuación de la catenaria será.: 

."C ;l' 
ll - --

y= 2 (e " -f-e n ). 

§ 2. DEFINICIONES 

Defini ción l. Una ecuación que establece una relAción entre 
la variable independiente x, la .función buscada y = f (x) y sus 
deriva das y', y", • . • y<n> se llama ecuaci6n diferencial. 

Una ecuación diferencial se puede escribir simbólicamente en la 
forma siguiente: 

F (x, y, y' , y", 
ó 

( 
dy d

2
y d"y ) 

F x, y, dx' dx2' ... , dx" =0. 

Si la función buscada y = f (x) es la de una sola val'iable inde
pendiente, la ecuación diferencial se llama ordinaria. Ocupémonos, 
por ahora, sólo de las ecuaciones diferenciales ordinarias*). 

Definición 2. E l orden de la derivada superior que entra en la 
ecuación se llama orden de la ecuación diferencial. 

Por ejemplo, la ecuación 
y' - 2xy2 + 5 = O 

es de primer orden. 

•) A la par cou las ecuaciones diferenciales ordinarias, en el análisis mate
mático se estudian también las ecuaciones en derivadas parciales . Las ecuacio
nes que establecen una relación entre la función desconocida 2, dependiente de 
dos o varias variables x, v, ... , las propias variables x, v, ... , y las deri-

. oz oz (J'lz . . 
vad¡~s parc1ales de z: ax , Fu , iJx 2 , etc., se llaman ecuaczones en der wadas par-

clalu. 

P · 1 1 'ó ()z tJz ' ·' · d · 1 1 or ejemp o, a ecuaCJ n .z: -
0 

= y ~ scru en uenvs · as parc1a es con a 
X tJy 

función desconocida z (x, y). 
Es fácil comprobar que la función z = x2v2 satisface la ecuación dada (asi 

como ihfinidad de otras funciones). En el curso prPsente las ecuaciones en deri
vadas parciales se estudian en el capitulo XVIII, tomo 11. 
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La ecuación 
y• + ky' - by - sen x = O 

es de segundo orden, etc. 

9 

La ecuación examinada en el ejemplo 1 del párrafo anterior 
es de primer orden, y la del ejemplo 2, de segundo orden. 

Definición 3. Toda función y = f (x) que, introducida en la 
ecuación, la transforma en una identidad, se llama soluci6n 
o integral de una ecuación diferencial. 

Ejemplo f. Sea la ecuación diferencial 
d'v 
dx: + y= O. 

Las funciones u = sen z, y = 2 cos z, 11 = 3 sen z- cos .z:, y, en gene
ral, toda función do la forma 11 = C1 sen .z:, 11 = e2 cos .z:, 

6 
y = e1 sen z + e: cos .z: 

son soluciones de la ecuación dada cualesquiera que sean las constantes e, 
y ez. Esto es fácil comprobar, al introducir las funciones mencionadas en la 
ecuación. 

Ejemplo 2. Examinemos la ecuación: 
¡¡' .z: - z 2 - y = O. 

Sus soluciones son funciones de la forma: 
11 = z2+ ex, 

donde e es una constante arbitraria. En efecto, derivando la función 11 = 
= .:1 + e.z:, hallamos: 

y'=2.z: + C. 

Sustituyendo las expresiones v e y' en la ecuación original, obtenemos la 
Identidad: 

(2.:r + C) x - .:2 - x1 - C.:r = O. 
Cada una de las ecuaciones cxruninadas on los ejemplos 1 y 2 tiene una 

infinidad de soluciones. 

§ 3. ECljACIONES DIFERENCIALES 
DE PRI'\fER ORDEN (GENERALIDADES) 

1. La ecuación diferencial de primer orden tiene la forma: 

F (x, y, y') = O. (1) 

Si esta ecuación se resuelve respecto a y', so puede escri birla e o 
la forma: 

y' = 1 (x, y). (1') 

En este caso so dice que la ecuación diferencial está solucionada 
respecto a la derivada. Para tal ecuación es válido el siguiente teo
rema acerca de la existencia y la unicidad de la solución de una 
ecuación diferencial. 
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Teorema. Si en la ecuación 

y' = 1 (x, y) 

la función f (x, y) y su derivada parcial iJ&f respecto a y son continuas 
• y . 

en cierto dominio D del plano Oxy, y si (x0 , y0) es un punto de este 
dominio, entonces existe la única sulución de esta ecuación, y = q> (x), 
que satisface la condición y = y0 , para x = x0 • 

El significado geométrico del teorema es que exist e sólo la 
única función y = q> (x) cuya gráfica pasa por el punto (x0 , y0). 

Del teorema anterior se deduce que la ecuación (1') tiene una 
infinidad de soluciones diferentes [por ejemplo, la solución cuya 
gráfica pasa por el punto (x0 , y0), otra solución cuya gráfica pasa 
por el punto (x0 , Yt). por el punto (x0 , y2) etc., siempre cuando 
estos puntos se encuentren en el dominio DI. 

La condición de que la función y debe tomar valor del número 
dado y0 , para x = x0 , se llama condición inicial. Muy a menudo 
esta condición so escribe en la forma: 

Y ix=x. = Yo· 
Definición 1. Se llama solución general de una ecuación dife

rencial de primer orden a la función 

y = cp (x, C}, (2) 

que depende de una constante arbitraria r: y satisface las condicio
nes siguientes: 

a) satisface la ecuación diferencial para cualquier valor concreto 
de la constante C; 

b) cualquiera que sea la condición inicial y = y0 , para x = x0 , 

es decir (Y)x=xo = y0 , se puede encontrar un valor C = C0 tal, que 
la función y = q> (x, C0) satisfaga la condición inicial dada. 

En este caso se supone que los valores x0 e y0 pertenecen al 
dominio de variación de las variables x e y, en el que se verifican 
las condiciones del teorema sobre la existencia y la unicidad de la 
solución. 

2. Durante la búsqueda de la solución general de una ecuación 
diferencial llegamos a menudo a una correlación de la forma: 

a> (x, y, C) = O, (2') 

no resuelta respecto a y. Al resolverla respecto a y, obtenemos la 
solución general. Sin embargo, no siempre es posible expresar y 
a partir de la correlación (2') mediante las funciones elementales. 
En tales casos la solución general se queda en forma implicita. 

Una igualdad de la forma a> (x, y, C) = O, que da la solución 
general en forma implicita, se llama integral genera~ de la ecuación 
diferencial. 
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Defirución 2. Toda función y = cp (z, e0) deducida de la solu
ción general y = cp (x, e), dando a la constante e un valor determi
nado e = e0 , se llama soluci6n particular. En este caso la correla
ción <I> (x, y, e0) = O se llama integral particular de la ecuación. 

Ejemplo t . La ecuación do primer orden 

d¡¡ u 
-¡¡;;= --z 

tiene por solución general una familia de funciones 1/=.E._; esto se puede 
% 

comprobar mediante una simple sustitución en la ecuación. 
Hallemos una solución particular que satisfaga la siguiente condición 

inicial: Yo=t, para :r0 = 2. Poniendo estos valores en la fórmula v=.E..... 
% 

obtenemos: 1= C
2 

ó C= 2. Por consiguiente, la funcíón v=.!. es la solu-
• % 

ción particular buscada. 

Desde un punto de vista geométrico, la integral general repre
senta una familia de curvas en el plano de coordenadas, dependiente 
de una constante arbitraria e (o, como se suele decir, de un pará
metro e). Estas curvas se llaman curvas integrales de la ecuación 
diferencial dada. 

Cada integral particular está representada por una curva de esta 
familia, que pasa por un punto dado del plano. 

Así, en último ejemplo la integral general está representada 

geométricamente mediante la familia de hipérbolas y = E_, y la 
X 

integral particular, determinada por la condición inicial indicada, 
mediante una de estas hipérbolas que pasa por el punto M 0 (2,1). 
En la figura 245 están representadas las curvas de l a familia que 

corresponden a ciertos valores del parámetro: e = ~ t e = 1, e = 2, 

e = - 1, etc. 
Con el objeto de ilustrar mejor nuestros razonamientos, llamare

mos solución de la ecuación no sólo a la función y = q> (x, e0), 

que satisface la ecuación, sino también a la curva integral corres
pondiente. En relación con esto trataremos, por ejemplo, de la 
solución que pasa por e l punto (x0 , y0). 

Observación: La ecuación ddy = - !L no tiene solución que pase 
X X 

por un punto del eje Oy (véase fig. 245). Esto se debe a que el segundo 
miembro de la ecuación no está definido p~tra x = O, y, por tanto, 
no es continuo. 
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Solucionar o, como se dice a menudo, integrar una ecuación 
diferencial significa: 

a) encontrar su solución general o la integral general (si no 
están dadas las condiciones iniciales), o 

b) hallat· la solución particular de la ecuación que satisfaga las 
condiciones iniciales dadas (si éstas existen). 

Fig. 245 

3. Demos la interpretación geométrica de la ecuación diferencial 
de primer orden. 

Sea una ecuación diferencial , resuelta respecto a la derivada: 

dy 
dz =1 (x, y), 

y sea y = 1p (x, C) su solución general. Esta sol ución general deter
mina toda la familia de curvas integrales en el plano Oxy. 

Para todo punto M, de coordenadas x e y, la ecuación (1') deter-

mina un valor de la derivada ~· es decir, el coeficiente angular de 
)a tangente a la curva integral que pasa por este punto. Por consi
guiente, la ecuación diferencial (1') define un conjunto de direcciones 
o, como se dice, determina el campo de dtrecciones en el plan o Oxy. 

Desde el punto de vista geométrico el problema de la i ntegración 
de una ecuación diferencial consiste en hallar las curvas, cuyas tan
gentes están orientadas de modo que su dirección coincida con la 
dirección del campo en estos puntos. 
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En la figura 246 se representa el campo de direcciones definido 
por la ecuación diferencial 

d¡¡ y 
d.x= - -; 

4. Examinemos, ahora, el problema siguiente: 
Sea una familia de funciones que depende sólo de un paráme

tro e: 
y = cp (x, C) (2) 

de modo que por todo punto del plano (o de un dominio en el plano) 
pase sólo una curva de esta familia. 

Fig. 246 

¿Cuál es la ecuación diferencial que acepta esta familia de fun
ciones como integral general? 

Derivando respecto a x, encontramos de la relación (2): 

du , e .., = !P x (x, ). ax (3) 

Puesto que por todo punto del plano pasa \lOa sola curva de la 
familia, para cada par de números x e y se determina un valor 
único e de la ecuación (2) . Introduciendo este valor e en la corre-

lación (3) hallamos ~~ como función de x e y. Así obtenemos la 

ecuación diferencial satisfecha por toda función de la familia (2). 
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P or COHsig uiente, para establecer la relación en t re z, y y ~!! , 
th : 

es decir, para escribir In eC11.aci6o diferencinl cuya iateg¡·al gcJJ end 
se determiua pOI' Ja fó¡·mula (2), es preciso eliminar C de (2) y (3). 

Ejemplo 2. Hallar la ecuación diferencial do la familia de parábolas y = 
= ex• (fig. 21t7). 

Fig. 247 

Ül'rivando la ecuHciún respecto a x, hallamos: 

.!:J!.... = 2Cx. 
dx 

1 nt roduriendo en esta í1ltima el valor 

defin ido por la ecuación de la familia, obtenemos una ecuación derivahlo de 
la familia rlada: 

d¡¡ 2y 
d%=-z 

Esta ecuación diferencial se verifica para x 7'= O, es decir, en todo domi
nio que no tenga P\!JllOS en el eje Oy. 

§ "· ECUACIONES CON VARIABLES SEPARADAS Y SEPARABLES. 
PROBLEMA DE LA DESJNTEGRACION DEL RADIO 

Estudiemos una ecuación diferencial de la forma 

dy 
dx = ft (x) !2 (y), (1) 
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donde el segundo miembro es el producto obtenido mediante la 
multiplicación de una función que depende sólo de x por una fun 
ción dependiente sólo de y. Suponiendo que / 2 (y) =1= O, transforme
mos (1) del modo siguiente: 

1 
- - dy = ft(x)dx. (1') 
fz (y) 

Suponiendo que la función y de x es conocida, la ecuación (1 ') se 
puede considerar como igualdad de dos diferenciales, cuyas inte
grales indefinidas se diferenciarán en un sumando constante. Inte
grando el primer miembro respecto a y y el segundo, respecto a x, 
obtenemos 

Hemos obtenido una r.orrclación entre la sol ución y, la variable 
independiontO X y la COnstante arbitraria C, es decir, hemOS Obten idO 
la integral general de la ecuación (1). 

1. La ecuación diferencial de In forma (1') 
M (x) dx + N (y) dy = O (2) 

se llama ecuación con variables separadas. Según lo demostrado, su 
integral general es 

S M(x)dx + S N(y)dy=C. 

Ejemplo l. &a la ecuación con variables separadas: 

"dz + 11 dy = o. 
Integrando, obtenemos la integral general: 

xt ¡¡?. • 
T+T-c 1• 

Puesto qno el primer miembro de la última ccuaci6n no es negativo, lo 
mismo será el segundo miembro. Designemos 2C'1 por C2: 

.r' + v' = e•. 
Esta es la ecuación do una familia do circunfcrenciaa concfntricas (fig. 21¡8) 

de radio e y centro en el origen do coordenadas. 

2. La er.uación de la forma 

M 1 (x) N, (y) dx +. .M2 (x} N~ (y) dy =O (3) 
se llama ecuación con variables separables. Esta puede ser reducida*) 

• ) Estos Lransformaciones son vlilidos s61o en un dominio donde t11nto 
N 1(y), como M~ (z) no se anulan. 
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a una ecuación con variables separadas, dividiendo ambos miembros 
por la expresión N 1 (y) M 2 (x): 

M¡{x) N.(y) dx + M 2 (x) N 2 (y) dy =O 
Nt(y) M 2 (x) N¡(y) Mz(x) 

o 

M 1 (x) dx + N2 (y) dy= O, 
M 2 (x) Nt(y) 

es decir, a una ecuación de la forma (2). 

y 

Fig. 248 

EJemplo 2. Soa la ecuación 
dy y 

dX = - -;-
Soparemos las variables: 

dy dz 
~~= - -;- · 

Integrando, encontramos: 

es decir, 

(' ~=- (' ~+C J y J % • 

X 

lnlvl= -lnlz l+lniC I•) ó lnl vJ= lnl ~ 1 

e 
de donde obtenemos la solución general: 11 =-z 

•) Teniendo en cuenta las transformaciones ulteriores, hemos designado 
la constante arbitraria mediante lo 1 e 1 lo que es admisible puesto que lo 1 e 1 
(cuando e rt= O) puede tomar cualquier valor en los límites de - oo hasta+ oo. 
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Ejemplo 3. Sea la ecuación 

(1 + z) u d.%+ (1-v) z dy = O. 
Separando las variables, encontramos: 

1+z d + 1-¡¡ d o· 
- -X- X -~~- 1/= ' (! +t) ilz+ (! -t) dy=O. 

Integrando, obtenemos: 

lnl x l+x+lnlu l-u= C 6 ln ixul+x-v=C; 
la última relación es la integral general de la ecuación dada. 

Ejemplo 4. Se ha establecido que la velocidad de la desintegración del 
radio es directamente proporcional a su masa en cada instante dado. Determi
nar la ley de variación de la masa del radio en función de tiempo, si para t = O 
la masa del radio fue m 0 • 

La velocidad de la desintegración se determina del modo siguiente. Sea m 
la masa al instante t y m+ A m, al instante t + lH. La masa desintegrada 

duran te el tiempo Ates Am. La ra~ón ~7 es la velocidad media de desintegra

ción. El limite de esta razón para At- 0: 

lím Am = dm 
41..,.0 At dt 

es la veloctdad de destntegracíón del radio al instante t. 
Según la hipótesis: 

~=-km dt • (4) 

donde k es un coeficiente de proporcionalidad (k >O). Ponemos el signo me
nos, porque a medida que transcurre el tiempo la masa del radio disminuye y, 

por eso: ~7 < O. La ecuación (4) es una ecuación con variables separables. 

Separemos las variables: 
dm = -kdt, 
m 

Resolviendo la ecuación, obtenemos: 

de donde 
In m= - kt+ln C, 

m 
ln y =-kt, 

m=Ce-1<1, (5) 

Siendo dada la masa del radio. igual a m0 en el instante t = O, entonces 
C debe satisfacer la correlación: 

m0 = Ce-h·O =C. 

Introduciendo el valor de C en la ecuación (5), obtenl'mos la dependencia 
buscada (véase la fig. 249) de In masa del radio en función del tiempo: 

m=moe-~<t. (6) 

El coeficiente k se determina expedmentalmente de la manera siguiente. 
Sea a el % de la masa inicial del radio desintegrada durante el tiempo t 0• Por 

2-536 
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tanto se cumple la correlación: 

( 1-1~) mo-moe-hto, 

de uonde: 

- kt0 = ln (t -1~) , 
o 

k=_...!._ In {t-~) . 
to too 

De tal modo hemos estabJeeido que para eJ radio le = 0,00044 (la unidad do 
medida del tiempo es el afio). 

Poniendo este valot de k en la fórmula (6), tenemos: 
m=moe-O,OOOHt. 

Hallemos el periodo do semidesintegración del radio, o sea el intervalo 
de tiempo durante el-cual se desintegra la mitad de la masa inicial del radio. 

m 

t 

Fig. 249 

Sustituyendo m en la última fórmula por el valor ~o , obtenemos la ecnociún 

para determinar el periodo T de semidesintegración: 

~=moe-o,ooouT. 
2 

de donde: 
- 0,00044T = - ln 2. 

T In 2 590 -= 0,00044 = 1 anos. 

o sea, 

Notemos que muchos otros problemas físico;! y químicos desembocan en 
una ecuación de la forma (4}. 

Observación. La ecuación diferencial con variables separadas 
de la forma 

·~=f(x) ó du=f(x)dx 

es la más simple. 
Su integral general tiene la forma: 

u= S f(x)dx+C. 
A la solución de ecuaciones de· este tipo está dedicado el capí
tulo X. 
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§ 5. ECUACIONES HO~IOGENEAS DE PRIMER ORDEN 

Definición 1. La función f (x, y) se llama homogénea de grado 
n respecto a las variables x e y, si para todo A. se verifica la identidad: 

1 (Áx, A.y) =A ni (x, y). 

Ejemplo l. La función j (x , u> = Vxa+ya es homogénea de primer grado, 
puesto que 

j('J...% , l..y) = V(I..x)3+(A.y)3 - A.Vx3 +yS= A.f(x, y). 

Ejemplo 2. f (xy) = :r¡¡-¡¡2 es una función homo6énea de segundo grado 
puesto que (l..:r.) (A.y) - (A.y)2 = A.2 [xy - ¡¡2}. 

x2-y2 
Ejemplo 3. f(x, u)=-- es una función homogénea de grado cero 

x y 
(l..x)2- (Ay)2 x2- y2 . . 

puesto que (A.x) (A.y) =-x¡;- , es dec1r, 

f ('A.x, A.y) = f (x, y) Ó f (A.x, A.y) = A.Of (x, y). 

Defini ción 2. La ecuación de primer orden 

dy 
dx=f(x, y) (1) 

se llama homogénea respecto a x e y, si la función f (x, y) es homogé
nea de grado cero respecto a x e y. 

Solución de una ecuación homogénea . Según l a hipótesis, 

f (A.x, 'Ay) = f (x, y) . Haciendc> A. = ..!, tenemos: 
:r 

1 (x, y)= 1 ( 1, ~ ) , 
es decir, la función homog~nea de grado cero depende sólo de la 
razón de los argumentos. 

En este caso, la ecuación (1) toma la forma: 

~l_!j_ = t (1 . .!!... ) . dx x (1') 

Efectuemos la sustitución: u = .!!..., es decir , y = ux. Entonces 
X 

tenemos: 
dy du 
dx=u+ dxx. 

Sustituyend o este valor de la deri vada en (1') obtenemos: 

dtt 
u + xd- = !(1, u), 

.e 



20 Ecuaciones diferenciales 

que es una ecuación con variables separables: 

du du. dx 
x-= /(1, u)- u ó =-

d.r 1 (1, u) - u x 

Integrando, hallamos: 

f du _ f dx +C 
J 1 (1, u)- u - J x · 

Sustituyendo u por la razón .!!.. , después de integrar, obtenemos 
X 

la integral de la ecuación (1'). 
Ejemplo 4. Sea la ecuación 

dy xy 
-¡¡;-= x3-y2 · 

En el segundo miembro tenemos una función homogénea de grado cero. Por 
consiguiente. se trata de una ecuación homogénea. Realicemos la sustitu-

ción: de J!....= u: entonces 
X 

dy du 
- =u+x - ; 
d.z: d:r: 

du u 
u + :r: -¡¡;-= 1 -~<z; 

Separando las variables, resulta: 

(i -u2) du =~. 
u,.8 z • ( _!_ _ _!__) du= dx_; 

¡.¡3 U X 

de donde, después de integrar, encontramos: 
1 i 

- 2u,-ln l ul = lnlxl+ln iCI 6 -2üi"colnlu%Gl. 

Sustituyendo u = J!_ obtenemos la integral general de !a ecuación inicial: 
X 

:¡;2 
-2y2= lnl Cy 1. 

Es imposible en el caso dado expresar 11 como función explícita de :r 
mediante las funciones elementales. Sin embargo, es fácil expresar :t en 
función de y: 

:a:=uV -2lniCy¡. 

Observación. La ecuación de la forma 
M (x, y) dx + N (x, y) dy = O 

será homogénea sólo en aquel único caso, en que M (x, y) y N (.x, y) 
sean funciones homogéneas de un mismo grado. Esto se deduce del 
hecho de que la razón de dos funciones homogéneas de un mismo 
grado es una función homogénea de grado cero. 
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Ejemplo 5. Las ecuaciones 

son homogéneas. 

(2~+ 3y) dz+ (~-211) d11 = 0, 
(z2 + y2) d~-~11 dy = O 

§ 6. ECUACIONES QUE SE REDUCEN 
A ECUACIONES HOMOGENEAS 

Se reducen a ecuaciones homogéneas las ecuaciones de la forma 

dy a.x +by+ e -= 
d:r: a1X + b1y + C¡ 

(1) 

Si c1 = e = O, la ecuación (1) es, evidentemente, homogénea. 
Supongamos, ahora, que e y c1 (o uno de ellos) son diferent es de cero. 
Realicemos el cambio de variables: 

X = X ¡ + h , y = Yt + k. 
Entonces, 

dy dy . 
-= -
dx dx1 

(2) 

dy Introduciendo en la ecuación (2) las expresiones de x, y y dx, 

tenemos: 

dy1 ax1 + by1 +ah+ bk+ e -= (3) 
dx1 a 1x1 + b1y1 + a 1h 1 + b1k + c1 

Elijamos h y k de tal modo que se verifiquen las ecuaciones 

ah+ bk + e = O, } 
a1h + b1k + c1 = O, (

4
) 

es decir, dete.rminemos h y k como soluciones del sistema de ecuacio
nes (4). Bajo esta condición la ecuación (3) es homogénea: 

dy1 ax1 + by1 - = 
dx1 a,xs + bsYt 

Al solucionar esta ecuación, y pasando de nuevo a x e y, según 
las fórmulas (2), obtenemos la solución de la ecuación (1). 

El sistema (4) no tiene solución, si 1:, !
1
1 =O, es decir, s i 

b b P as bs ~ d . ~ b ~b a 1 = a1 • ero en estecasoa=T=~~o, es ecu, a 1 = ~~oa. 1 = 11. , 
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y, por consiguiente, se puede transformar la ecuación (1) en la 
(OJ:ma: 

dy (ax + by) + e - ·= -'---'---=---"--
dx A. (ax + by)+ c1 

(5) 

Haciendo la sustitución 
z = ax +by, (6) 

la ecuación se reduce a una ecuación con variables separables. 
En efecto, 

dz_a+bdy 
dx - dx' 

de donde: 

(7) 

Poniendo las expresiones (6) y (7) en la ecuación (5) obtenemos: 

1dz a z+e 
b dx --¡;=f..z+e

1
' 

que es una ecuac10n con variables separables. 
El procedimiento utilizado para la integración de la ecuación (1) 

se aplica, también, a la integración la ecuación 

'!:JI. _ l ( ax + by + e ) 
dx- a1x + b1y + e1• ' 

donde, 1 es una función continua arbitraria. 

Ejemplo t. Sea la ecuación 
dy x + y - 3 

""dZ = x-y-1 

Para transformarla en una ecuación homogénea hacemos la sustitucioa: 
: = : 1+h; !1 = !! 1+k. Entonces, 

dyt .zt+Vt+h+k-3 
d:tt = Zt-lft+h-k-t 

Resolviendo el sistema de dos ecuaciones 
h+k-3=0; h-k-t= O, 

encontramos: 
h=2, k=i. 

Como resultado obtenemos la ecuación homogénea 

dy¡ Zt + !lt 
di';"= ~t-111 ' 
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Ecuaciones que se reducen a ecr•aciones homogéneas 

resolvemos mediante la sustitución JI.!. = u; entonces, 
Zt 

dy 1 du du i + u 
y 1=uz11 -d-=u+z~ -d-; u+zt-d =-1-- , 

Zt Zt Zt -U 

y obtenemos una ecuación con variables separables 

du i +u~ 
Zt F.= 1-u . 

Separamos las variables: 

r ntegrando, ha liamos: 

1 
arctg u-2 ln (1+u2)= lnz1 + Jn e, 

arctgu = ln(ez1 'V1 + u2) 

o 

ezl 'Vt +u~= ea rctg ". 

Sustituyendo u por J!.!.. en la última igualdad, tenemos: z, 
arctg~ 

e 'Vxf+vf=e %1 

Por (in pasando a las variables z e y, obtenemos en de(initiva: 

arctg v- .1 

e 'V<z-2)2+(v-1P = e x-2. 

Ejemplo 2. La ecuación 

y' 
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no se puede resolver mediante la sustitución z = z 1 + h, y = y1 + k, puesto 
que en este caso el sistema de ecuaciones, que sirve pata determinar h y k, es 

irresoluble (aquí, el determinante 1! ~ 1 de los coeficientes de las variables 

es igual a cero). 
Se puede reducir esta ecuación a una ecuación con variables separables 

mediante la sustitución: 

2z+v-•· 
Entonces y' = z' - 2 y la ecuación se reduce a la for ma: 

z-1 
z' - 2= 2z+5 ' 

o sea, 

z' ,;, 5z+9 
2z+ S 
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Resol viéndola, encontramos: 

2 7 5 :: -f-25 ln 1Sz+ 91= z + C. 

Como z = 2z + y, obtenemos la solución definitiva de la ecuación inicial 
en la forma: 

., 7 i (2.%+ 11l +25 ln I10z +Su+ 91 = z+ C 

6 

10y-5z+ 7 In 1 tOz+ 5v+9 1 = C¡, 

es deci r, en la forma de una !unción implícita v de z. 

§ 7. ECUACIONES LINEALES DE PRIMER ORDEN 

DHinición. La ecuación que es lineal respecto a la función des
conocida y su derivada, se llama ecuaci.6n lineal de primer orden. La 
ecuación tiene la forma: 

dy 
dx + p (x) y . Q (x), (1) 

donde P (x) y Q (x) son funciones continuas dadas de x (o consLanLes). 
Resolución de la ecuación lineal (1). Busquemos la solución 

de la ecuación (1) en la forma de un producto de dos funciones de x: 

y = u (x) v (x) . (2) 

Se puede tomar arbitrariamente una de estas funciones, la otra 
se determinará entonces según la ecuación (1). 

Derivando los dos miembros de la igualdad (2) encontramos: 

dy dv du 
ax=uaz +vax . 

Poniendo la expresión obtenida de la dervada ~~ en la ecua

ción (1), tenemos: 

6 

dv du 
u dx + dx v + Puv = Q 

( dv ) du 
u dx + Pv + V dX = Q. 

Elijamos la función v de tal manera que 

dv 
dx+Pv =O. 

(3) 

(4) 



Ecuaciones lineales de primer orden 25 

Separando las variables en esta ecuación diferencial respecto a la 
función v, encontramos: 

6 

Integrando, obtenemos: 

dv 
- =-Pdx. 
V 

- lnC1 +In v=- S Pdx 

v=C1e 
-SPrbc 

Puesto que es suficiente tener una solución cualquiera, distinta 
de cero, de la ecuación (4) , tomemos por la función v (x): 

vx=e-SPd.\ (5) 

donde ~ P dx es una función primitiva cualquiera. Es evidente que 
v (x) =F O. Sustituyendo el valor encontrado de v (x) en la ecua-

ción (3), obtenemos (teniendo en cuenta que ~~ + Pv =O) 
du 

v (x) d.x = Q (x), 

o sea, 
du Q(x} -=--, 
dx v(x) 

de donde·: 

u= [ Q (x) dx +C. 
J v (x) 

Introduciendo esta expresión en la ecuación (2) obtenemos en 
definitiva : 

o 

y = V (x) [ r Q (.x) dx +e] , J v (x) 

y =v (x) l Q(x) dx+Cv(x). J v (x) 
(6) 

Observación: Es evidente que la expresión (6) no variará, si, 
en lugar de la función v (x) determinada por la ecuación (5), tomamos 
alguna otra función v1 (x) = Cv (x). En efecto, sustituyendo en (6) 
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v (x) por v1 (x), oiJtonemos: 

y = Cv (:¡;) r!} (x) dx + ecv (:r). 
J ev(x) 

En el primer tél'mino se elimina C. en el segundo t érmino el 

producto ce es una constante arbitraria la que designemos por e 
y regresamos de nuevo a la expresión (6). Si designamos: 

r Q (x) d.r = cp (x) 
J v(x) 

la expresión (G) toma la fo1·ma 

y = v (x) q> (x) + Cv (x). (6') 

Es evidente que (6') es la integt·al general, puesto que se puede 
elegir e de tal modo que se sat isfaga la condición inicial y = y0 

para x = xo. 
El valo1· de C se determina de la ecuación: 

Yo = v (xo) q> (xo) + Cv (xo) -

E,Jemplo. Hallar la solución do la ecuación 

dy ~ 
- ---y= (z+ 1)3. 
dz :z:+t 

Soluel6n. Hagamos: 

Entonces: 
y = uv. 

.!!t_ =U .!!.!!.._ ..t..~ V 
dz d:c ' dz · 

lo\roducioodo la expresión ~~ en la ecuación inicial, tenemos; 

dv dt' 2 u- + - v- --uv= (z + 1)3 
dz dz z + 1 • 

u (~--2- v) +v~=(z+ t)3, 
dz z + 1 dz 

Para determinar v, obtenemos la ecuación: 
dv 2 
d%- z + 1 v = O, 

es decir, 
dv 2dz 

de donde: 
v-=:r+ t . 

In v=21n (z + 1), 

(7) 
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o sea 
v = (z+t)2. 

lntro·ducieudo la expresión de la función 11 en la ecuación (7) obtenemos 
la ecuación para determinar u, 

ó 

du 
(:.: + 1)2 d:r =(x+1)3 

du 
d%=(z+1), 

de donde: 

u (:.:~ 1)2 + C. 

Por consiguiente, la integral general de la ecuación dada tendrá la forma: 

!1 = (z~ ·t)~ +C<:r + i)2. 

La familia obtenida es la solución general. Cualquiera ·que sea la condi
ción inicial (z0 , y0 ), donde :r0 + -f, siempre se pulldo elegir C de tal manera 
que la solución particulat· correspondiente satisfaga la condición inicial dada. 
Por ejemplo, la solución particular que satisface lrr condición !lo = 3 para 
z 0 = O se encuentra del modo siguiente: 

3 (O ti)' +C (0+1)2; C=i. 
Por tanto, la solución particular buscada es: 

y= (:r~ 1)4 +{ (:r+ 1)2. 

Sin embargo, si se toma la condición inicial (z0 , y 0) de modo tal que z 0 = 
- 1. entonces no será posible ~ncontrar una solución particular IJUC satis

faga esta condición. Esto se explica por el hecho de que la función P (:r) = 

=- x~-l es discontinua en el punto z0 = - 1 y, por tanto, no se cumplen 

las condiciones del teorema do la existencia de la solución. 

§ 8. ECUACION DE BERNOULLI 

Estudiemos una ecuación de la forma*) 

dy Q n di + P (x) y = (x) y , (1) 

donde P (x) y Q (x) son funcio nes continuas de x (o constantes), 
y, n =t= O, n =t= 1 (en el caso contrario resulta una ecuación lineal) . 

•) Est.a ecuación se reduce del problema sobte el movimiento de un cuerpo, 
si la resistencia F del medio depende de la velocidad: F = 1-qv+ 1.2v". 
La 'ó d l . . , d11 , , n , dv 1,. 1 ;..., 

ccuact n ·e mov1m1ento sera m. di= -~~.1v-~~.2v , o dt +;n 11 = -¡;:: v". 
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Esta ecuación, llamada de Bernoulli, se reduce a una ecuación 
lineal mediante la siguiente transformación: 

Dividiendo todos los términos de la ecuación por yn, obteuemos: 

Y-n ~ + Py-n+ l = Q. (2) 

Efectuemos nhora la sustitución: 
z = Y-n+l. 

Entonces, 
dz 

1 
-n dy 

d- =(-n+ )y d- . 
X .'!: 

Introduciendo esta expresión en la ecuación (2), obtenemos una 
ecuación lineal: 

dz 
d:& + (- n + 1) Pz = (- n + 1) Q. 

Al encontrar su integral general , y sustituyendo z por su expre
sión y- n+t, obtenemos la integral general de la ecuación de Ber
noulli. 

Ejemplo. Hallar la solución de la ecuación 

~! +xy=z3y3, 

Solución. Dividiendo todos los términos por ys, t enemos: 
y-Sy' + o:u-2 = z3. 

Introduzcamos una nueva función: 
Z = y-1, 

(3) 

(4) 

entonces, 

ó 

dz dv 
d:.: = - 2y-3 ¡¡;;; . 

Sustituyendo este valor en la ecuación {'•), ob~cnemos la ecuación lineal: 
dz ¡¡;;;-2x.:= -2%3. (5) 

Hallemos ahora su integral general: 
dz du du 

J=uu; dz = u dz +d% u. 

Sustituyendo las expresiones de z y ;; en la ecuación (5), obtenemos: 

dv du 
u dz +h v - 2xuu= -2zll 
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Igualemos a cero la expresión entre parMtesis: 

~-2zv=0; 
dz 

dv 
-¡;-=2zdz¡ 

v==e"'. 
Para determinar u obtengamos la ecuación: 

,,2 ~= -2.z'. 
dx 

Separemos las variables: 

du = -2e-"2z3d:r, u= -2 S ,-"2
z8dz+C. 

Integrando por partes, encontramos: 

u= ztl•- "1 + ,-"2 +Cí 11 = uv= zl+t +C•-"2. 
Por consiguiente, la integral general de la ecuación dada es: 

v-•=za+t+c~-"1, o sea: v= 1 . 
V zl+ t +C~-xl 
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Observación. Análogamente a lo que hemos hecho t~n el caso 
de las ecuaciones lineales se puede demostrar que es posible buscar 
la solución de la ecuación de Bernoulli en la forma de producto de 
dos funciones: 

y = u (x) v (x}, 

donde v (z) es una función arbitraria distinta de cero, que satisface 
la ecuación v' + Pu = O. 

§ 9. ECUACIONES EN DIFERENCIALES TOTALES 

Definición. La ecuación 

M (x, y) dx + N (x, y) dy = O, . (1) 

se llama ecuact6n en diferenciales totales, si M (x, y) y N (x, y) son 
'funciones continuas y derivables para las que se cumple la oon&
laoión: 

fJM fJN a;= ox t 

. d oM oN . . d . . SleD O fJy y fJx CODtlnU8S en Un Clerto OmlDlO. 

(2) 

Integración de las ecuaciones en dllerenciales totales. Demos
tremos que si el primer miembro de la ecuación (1) es una diferen 
cial total, se cumple la condición (2), y, viceversa, si se cumple la 
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condición (2), entonces el primer miembro de la ecuación (1) es la 
diferencial total de cierta función u (x, y), es decir, la ecuación (1) 
tiene la forma: 

du (x, y) = O (3) 

y 1 por tanto, su integral general es u (x, y) = e. 
Supongamos, pdmeramente, que el pl'imer miembro de la ecua

ción (1) sea diferencial total d<! cierta función u (x, y), es decir, 

entonces: 

ou ou 
M (x, y) dx+ N (x, y) dy = du = {}x d.r: +{}y dy; 

N =&u 
&y. {4) 

Derivando )a primenJ relación respec.t.o a y, y la segunda, respec
to a x, tenemos: 

{)M ffu fJN ifu 
-=--; 

{)y {)x {)y 
--=--
f)x ay ax 

Suponiendo que las segundás derivadas son co11tinuas, t enemos: 

aM fJN -=--
fJy ax 

es decir, la igualdad (2) es condición necesaria para que el primer 
miembro de la ecuación (1) sea diferencial total de cierta función 
u (:z:, y). Mostremos que esta condición será también suficiente, 
es decir, si se cumple la igualdad (2), el primer miembro de la ec.na
ción (1) es diferencial total de cierta función u. (x, y). 

De la relación ' 

l)u ¡¡x=M (x, y) 

hallamos que: 
X 

u = J M (:e, y) d:c + <p (y). 

donde x0 es la abscisa de un punto arbitrario en el dominio de exis
tencia de la solución. 

Integrando respecto a x, supongamos y constante. Por oso, la 
constante arbitraria de integración puede depender de y. Eligamos 
la función cp (y) de tal modo que se cumpla la segunda de las corre-
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laciones (4). Para esto derivemos*) ambos miembros de la última 
igualdad respecto a y e igualamos el resul'tado a N (x, y): 

:e 

au 1 aM , -= -dx+q¡ (y)=N(x, y); ay ay 
.T. o 

aM aN 
Pero, como ay = ox , se puede escribir: 

ó 

"' 
f oN dx + cp' (y) =N, es dec'ir, N (x, y) 1;. + q/ (y) =N (x, y), J ax 

:ro 

N (x, y) - N (x0 , y) + cp' (y) = N (x, y). 

Por tanto, 

ó 
q>' (y)= N (x0 ,y), 

11 

q> (y)= S N (x0, y) dy + C1• 

llo 

Así pues, la función u (x, y) tomará la forma: 
X 11 

u= S M (x, y) dx + S N (x0, y) dy + C1• 
:ro !lo 

Aqui, P (x0 , y0) es un punto en cuya vecindad existe la solución 
de la ecuación diferencial (1). 

Igualando esta expresión a una constante arbitraria C, obtene
mos la integral general de la ecuación (1): 

% 11 

S M (x, y) dx + S N (x0, y) dy -::- C. (5) 
:ro. llo 

Ejemplo. Sea la ecuación 
2z y2-3z 2 

- 3 dz + dy = O. y y4 

X 

•) La integral S M (z, v> dz depende de 11· P_arn hallar la derivada de 
xo 

esta integral respecto a y, es preciso derivar r('speclo a y el integrando: 
X X 

:!1 S M (z, y) dz= ~ a:: dz. 
xo , .• 

Ello se deduce del teorema de Leibniz sobre la derivación de una integral 
def inida respecto a un parámetro. (Véase § 10, cap. XI, tomo I) 
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Averigüemos si e~la ecuación es tá dada en diferenciales totales. 
Designemos: 

N= y1-3z2 . 
Y' • 

entonces, 
iJM 6x iJN 6z 
a¡¡=-y¡-; di""'""'- y¡- · 

Para 11 ::(= O se cumple la. condi~i(/11 (2). Por t:anto, el priml'r miembro 
do la ecunctón dada es la. dtlcrenc111t total de c1erta función desconocida 
u (.e, y). Hallaatos esta functón. 

iJu 2z 
Puesto que ax=ys • resul t a: 

~ 2x z2 
u = J ysdz + q>(y)-gT+cp(ll). 

donde cp(ll) es una función de y, que es preciso determinar. 
Derivando respecto a y esta relación y tomando en cueuta que 

hallamos: 

iJu = N = y1-3z2 
iJy 11' • 

3z' --+q¡'(y) 
y' 

Por consiguiente, 
1 1 z1 t 

cp'(y} =y¡- • cp(y) = -V'+Ctt u(z, y)=y-s--; +C1 

¡\s[, la Integral general de la ecuación inicial es: 

:r3 1 ,.--=C. 
11 " 

§ tO. FACTOR lNTEGRANTE 

Suponemos que el primer miembro de la ecuación 
M (x, y) dx + N (x, y) dy = O (1.) 

no es una diferencial total. Se logra a veces elegir una función 
~ (x, y) tal que, si multiplicamos todos los términos de la ecuación 
por esta función, el primer miembro se convierte en una diferencial 
total. La solución general de la ecuación así obtenida coincide con 
la solución general de la ecuación inicial; la función J.l. (x, y) se llama 
factor integrante de la ecuación (1). 

Para hallar un factor integrante J.l. procedemos del modo siguien
te: multipliquemos los dos miembros de la ecuación dada por el 
factor integrante J.l.• por ahora desconocido: 

J.LM d:c + !J.N dy = O. 
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Para que la última ecuación esté dada en diferenciales totales 
es necesario y suficiente que se cumpla la relación 

a (J.LM) a (¡¡N) ---=---
oy i}x 

es decir, 

o sea 

M~ - N !1!:._= ll( oN _ oM). 
i}y ax ax oy 

Al dividir por ¡.¡.los dos miembros de la última ecuación, obtenemos: 

M a In ~t _ N a In J.L = aN _ a M . 
ay ax ax ay 

(2) 

Es evidente que toda función J.L (x, y) que satisface la última 
ecuación es un factor integrante de la ecuación (1). 

La ecuación (2) es una ecuación en derivadas parciales con una 
función desconocida ¡.t, dependiente de dos variables x e y. Se puede 
demostrar que en ciertas condiciones la ecuación posee una infinidad 
de soluciones y, por tanto , la ecuación (1) tiene el factor integrante. 
Pero en el caso general el problema de la búsqueda de ll (x , y) de 
la ecuación (2) es más difícil que el de integrar la ecuación (1). Sólo 
en algunos casos particulares se logra determinar \a función ll (x, y). 

Supongamos, por ejemplo, que la ecuación (1) admita un factor 
integrante que depende sólo rle y. Entonces, 

aln¡.t=O 
fJx • 

y para hallar ~L obtenemos una ecuación diferencial ordinaria: 

oN iJM 
o ln¡.t f)x {}y ---= 

{}y M 

de la que se determina (por medio de una cuadratura) In ll y, por 
tanto, el propio ¡.¡.. Es evidente, que de esta manera se puede pro

uN aM 
ox-ay 

ceder sólo cuando la expresión M no depende de x. 

3-536 
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fJx - ¡¡y 

Análogamente, si la expresión N no depende de y, 

s ino exclusivamente de x, es fúcil hallar el factor integrante que 
depende solamente ele x. 

Ejetnplo. Hallar la solución de la ecuación 

(v + zv') dz-:r: dy =O. 
Solución. Aquí: M = v+zy2; N= - z; 

iJM fJN 
av-= 1+ 2zv; ax=-1; 

DM • fJN 
--ay =r ~· 

Por consigui(lnte, el pritner miembro dCl la ecuación no es diferencial 
total. Examinemos si esta ecuación admite un factor integrante que depende 
sólo de 11- Notemos que 

&N iJM 
Tz-8Y 

M 
- 1- t -lry 2 

v+ zu' = --¡¡ • 
concluitnos que la ecuación lo admite. Encontremos ahora este factor 
integrante: 

de donde: 
1 

In fl = -2ln y, es decit 1' = g2 . 

Uespués de multiplicar todos los términos de la ecuación dada pot el 

factor integrante determinado 14 obtenemos la ecuación ( + +:r:) d:r:- ; 2 dy = 0 

en diferenciales totales (~- !!!__ __!..) Resolvic!ndola, encontramos 
iJy - iJr -- y2 • 

su integral genetul : 

o 

z z l 
- +-+C=O y 2 • 

2:r: 
v=- :~:2+ 2C • 

§ 11. ENVOLVENTE DE UNA FAMILIA DE CURVAS 

Sea dada una ecuación de la forma 
<I> (x, y, C) = O, (1) 

donde x e y son las coordenadas variables de Descartes y C, un 
parámetro que pueda tomar diferentes valores fijados. 
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Para cada valor dado del parámetro C la ecuación (1) determina 
cierta curva en el plano Oxy. Dando a C todos los valores posibles 
obtenemos una familia de cun•as que dependen de un solo pará
metro, o, como suele decirse, una familia de curvas monoparamétrica. 
As\ , la ecuación (1.) es la ecuación de una familia de curvas mono
paramétrica (puesto que contiene una sola constante arbitraria). 

Definición. La línea L se llama envolvente de una familia de curvas 
monoparamótrica, si en cada uno de sus puntos toen una u otra 

Flg. 250 

curva de la familia, y también, diferentes curvas de la familia 
dada tocan la línea L en distintos puntos (fíg. 250). 

Ejemplo t. Examinemos la familia do curvas 
(z-C)'+ II' = R2, 

donde R es una constante, y C, un parámetro. 
Es la ecuación de una !a.JJlHia de circunlerenelas de radio R ·Y centros en 

el eje Oz. Es evidente que est.a (a.JJlilia admite como envolventes las rectas 
11 = n. 11 = -R (fig. 25t ). 

Flg. 251 

Búsqueda de la ecuación de la envolvente de una famllía dada. 
Sea la familia de curvas 

el> (x, y, C) = O, 
que dependen de un parámetro C. 

(f) 
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Supongamos que esta familia tenga una envolvente cuya ecuación 
se puede escribir en la forma y = q> (x), donde <p (x) es una función 
continua y derivable de x. Examinemos un punto M (x, y) que se 
halla en la. envolvente. Este punto pertenece, también, a cierta 
curva de la familia (t ). A esta curva corresponde un valor deter
minado del parámetro e' este valor para dadas (:e, y) se define 
de la ecuación (1) e = e (x, y). Por tanto, para todos los puntos 
de la envolvente se verifica la igualdad 

<!> (x, y, C (x, y)) = O. (2) 

Supongamos que C (x, y) sea función derivable, no constante 
en ningún intervalo de los valores estudiados de x, y. Partiendo de 
la ecuación (2) de la envolvente, encontremos el coeficiente angular 
de la tangente a la envolvente en el punto M (x, y). Derivemos la 
ecuación (2) respecto a x, considerando y como función de x: 

6 

O<D + ac.n ac + [ O<D + O<I> ac] u· = 0 
iJx ac ax ay ac ay 

<I>~ + <I>~y· + <I>' e [.E2.. + ae y']= o. ax ay (3) 

Luego, el coeficiente angular de la tangente a la curva de la 
familia (1) en el punto M (x, y) se deduce de la ecuación: 

<I>~ + <I>~y· = o (4) 

(en la curva dada e es constante). 
Supongamos que <I>~ =F O; en caso contrario consideremos x 

como la función e y, como el argumento. Puesto que el coeficiente 
angular k de la envolvente es igual al de la curva de la familia, 
de las ecuaciones (3) y (4) se deduce: 

<De [oc + ac if] =o. 
8x ay 

Pero como e (x, y) ::f:= const en la envolvente, entonces: 

ac+ ac ·~o ax ay Y ' 

por lo que para sus puntos es válida la igualdad: 

<I>~ (x, y, C) =O. (5) 
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Así, para determinar la envolvente sirven las dos ecuaciones 
siguientes: 

<D (x, y, e)= O, } 
a>(; (x, y, C) =O. (6) 

Si, eliminando e de estas ecuaciones, obtenemos y = q> (x), donde 
q> (x) es una función derivable, siendo e =1= const en esta curva, 
entonces y = q> (x) es la ecuación de la envolvente. 

Observación t. Si una función y = q> (z) es la ecuación 
del lugar geométrico de puntos singulares de la familia (1), es decir, 
de los puntos donde <1>~ = O y <1>~ = O, entonces las coordenadas 
de estos puntos también satisfacen las ecuaciones (6). 

En efecto, las coordenadas de los puntos singulares se pueden 
expresar en función del parámetro e que entra en la ecuación (1): 

X = /.. (e). y = ll (e). (7) 

Poniendo estas expresiones en la ecuación (1), obtenemos una 
identidad respecto a e: 

<D lA. (e), ll (e), el = O. 

Derivando esta identidad respecto a e, obtenemos: 

<D' ~+ <D' d¡.¡. +<D' =0· 
"' dC 11 de e ' 

puesto que para los pw1tos cualesquiera se cumplen las igualdades 
Cll~ = O, a>~ = O, para estos puntos se 'cumple, también, la ecuación 
elle = o. 

De esta manera hemos demostrado que las coordenadas de los 
puntos singulares satisfacen las ecuaciones (6). 

Así, las ecuaciones (6) definen la envolvente, o bien el lugar 
geométrico de los puntos singulares de la familia (1), o bien la com
binación de ambas cosas. Por consiguiente, al obtener una curva 
que satisface las ecuaciones (6), hace falta realizar un estudio con 
el objeto de determinar, ·si esta curva es envolvente o lugar geomé
trico de los puntos singulares. 

Ejemplo 2. Hallar la envolvente de la familia de circunferencias 

(z - C)2 + y2 - R1 = O, 

que dependen de un solo parámetro C. 

Solución. Derivando la ecuación de la Iamilia respecto a C, tenemos: 
2 (z- C) =O. 

Eliminando C de estas dos ecuaciones, obtenemos la ecuación: 
y' - R 2 = O 6 11 = ±R. 
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o., consideraciones geométricas resulta que el par de rectas obtenido es 
la envolvente (y no lugar geométrico de los puntos singulares, puesto que las 
circunferencias que integran la familia no tiene.n puntos singulares). 

Ejemplo 3. Hallar la envolvente de la familia de las rectas: 

x cos CJ. + y sen CJ. - p = O 

donde, CJ. es un parámct.ro. 

(a) 

Solución. Derivando rrspecto a CJ. la ecuación dada de la familia , tenemos: 

-x sen a + y cosa = O. (b) 

Para eliminar el parámetro CJ. de las ecuaciones (a) y (b), multipliquemos 
los términos de la primera ecuación por cos CJ. y los términos do la segunda, 

lj 

X 

Ftg. 252 

por sen CJ.. Luego restamos la segunda ecuación de la primera. l!:n este caso 
obtenemos: 

z=pCOSCJ.. 

Sustituyendo esta expresión en la ecuación (b), hallamos: 

11 = p senCJ.. 

Elevando al cuadrado los miembros de las dos últimas ecuacioues y sum~n· 
dolas miembro a miembro obtenemos: 

z2+yll=pll. 

Es la ecuación de una circunferencia q·11e sirve de envolvente do la fami
lia de rectas (Y no lugar geométrico de los puntos singulares, puesto que las 
rectas uo tienen estos puntos) (fig. 252). 

Ejemplo 4. Hallar la envolvente de las trayectorias de los proyectiles Jan· 
zados, por una pieza de artillería, con velocidad v0 bajo difcrenws ángulos de 
in~inación del ca.66n respecto al horizonte. Supongaroos que los proyectiles 
son lanzados desde el origen de coordenadas y que sus trayectorias se hallan 
en el plano Oxy (despreciando la resistencia del aire). 

Solucl6n. Hallemos al principio la ecuación de la trayectoria de un pro
yectil lanzado bajo el ángulo CJ. en la dirección positiva del aje 0~. Durante su 
vuelo el proyectil participa simul táneamente en dos movimientos: un .movi
miento unifotme en la dirección del lanzamie.nto, con velocidad v0; y otro 
movimiento de caída por acción de la fuerza de gravedad. 
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Ue consideraciones geométricas resulta que el par de rectas obtenido es 
la envol vente (y no lugar geométrico de los puntos singulares, puesto que las 
circunferl.'ncias que integran la familia no tioneo puntos singulares) . 

Ejemplo 3. Hallar la envolvente de la familia dll las rectas: 

z cos~+ y sen a - p = O (a) 

donde, a t-:l un parámetro. 

Solución. Dllrivando rPspecto a ce la ecuación dada de la familia, tenemos: 

-x sen~ + y cos ce = O. (b) 

Para climiuar d pat[unetro ~ de las ecuaciones (a) y (b), mull ipliquemos 
l os térroi nos de la primera ecuación por cos ce y los térmi nos de la segunda, 

y 

Fig. 252 

por sen <:t. Luego restfllllos la segunda ecuación de la primera. En l•stc caso 
obtenemos: 

x = p cos~. 

Sustituyendo esta expresión en la ecuación (b), bullamos: 

y = p sen~. 

Elevando al cuadrado los miembros de las dos últimas ocuac: iom•s y sumáil
dolas miembr o a miembro obtenemos: 

x:¿+Y~=p2. 

l!:s la ecuación de una circunferencia que sirve de envol vente el o la fami
lia da I'ectas (Y no lugar geométrico de los puntos singul ares, puesto que las 
rectas uo tienen estos puntos) (fig. 252) . 

Ejemplo 4. Hallar la envolvente de las trayectorias de los proyectiles lan
zados, por una pieza de al'tHleria, con vel ocidad "o bajo diferentes ángulos do 
inclinación del cañón respecto al horizonte. Supongamos que los proyoctillls 
son lanzados desde el origen de coordenadas y que sus trayectorias se hallau 
en el plano Oxy (despreciando la resistencia del aire). 

Solución. Hallemos al principio l a ecuación de la trayectoria de un pro
yectil lanzado b~tjo el ángulo a en la direccióu positiva del C'je Ox. Durante su 
vuelo el proyectil participa simultáneamente en dos movimientos: un movi
miento uniforme en la dirección del lanzamiento, con velocidad vo; y otro 
movimiento de caída por acción de La fuerz11 de gravedad. 
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Por eso, a cada instante t, la posición del proyectil M (fig. 253) está defi
nida por las ecuaciones: 

x =voL cosa, 
gt2 

!J =v0tsena-2 . 

Estas son las ecuaciones paramétricas de la trayectoria (el parámetro es el 
tiempo t) . . 

Fig. 253 

Eliminando t, obtenemos la ecuación de la trayectoria en la siguiente 
forma: 

= x t a - gz2 . 
IJ g 2vt cos2 a ' 

e introduciendo las designaciones: tg a= k, -
2

g
2 

=a, obtenemos: 
V o 

(8) 

Est.a ecuac10n define una parábola con el eje vertical, que pasa por el 
origen de coordenadas y las ramas dirigidas hacia abajo. Para distintos valo
res de k obtenemos trayectorias diferentes. La ecuación (8), por consiguiente, 

y 

X 

Fig. 254 

es la ecuación de una familia monoparamétrica de parábolas que son las tra
yectorias del proyectil a diferentes ángul os a, con una velocidad inicial dada 
v0 (fig. 254). 

Hallemos la envolvente de esta familia de parábolas. 
Derivando respecto a k ambos miembros de la ecuación (8), tenemos: 

z-2akz'=0. (9) 
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EliminaJidO k do las ecuaciones (8) y (9), obtenemos: 

1 v=¡¡a-ox2. 

Es la ecuación de una parábola con el vértice en el punto (O, 1a) , cuyo 

eje coincide con el Oy. Esta ecuación no es un lugar geométrico de los puntos 

~ 
wgar geométrico de Los puntos singulares X 

Fig. 255 

singulares (puesto que las parábolas (8) no tiene puntos singulares). Así, la 
parábola 

1 ~ v=¡¡a-ax• 

es envolvente para la familia de trayectorias. Se llama parábola de seguridad , 
puesto que ningun punto situado fuera de sus limites puede sor alcanzado 
por un proyectil lanzado de este cañón dado con la velocidad inicial v0 • 

Ejemplo 5. Hallar la envolvente de la familia de parábolas st>micúbicas 

y8-(z-C)2 = 0. 

Solución. Derivemos la ecuación dada de la familia respecto al pará
metro C: 

2 (x-C)=O. 

Elimiuando el parámetro e de ambas ecuaciones, obtenemos: 

v=O. 
El ojo Oz es un lugar geométrico de los puntos singulares: los de retro

ceso de primera especie (fig. 255). En efecto, hallemos los puntos singulares 
de la curva 

yS _ {::t _ C)l = 0, 

fijando el valor de C. DeTlvando respecto a z e y, hallamos: 

-,F;= -2 (z-C) --: 0; 

F~ =Sy1 =O. 

Resolviendo simultáneamente las tres ecuaciones anteriores, hallamos las 
coordenadas de un punto singular: z = C, f = O. Por tanto, cada curva de 
la familia dada tiene un punto singular en e eje Oz. Si el parámetro e varia 
continuamente, los puntos singulares llenan todo el eje Oz. 
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Ejemplo 6. Hallar la envolvente y el lugar geométrico de los puntos sin
gulares de la familia: 

2 
(y-e)2-3 (z-e)s = 0. (tO) 

Solución. Derivando respeeto a e ambos miembros de la ecuación (10). 
encontramos: 

2 
-2 (y-e) + 3 3 (z-C)I =0 

ó 
(tt} 

Eliminemos ahora el parámetro e de las ecuaciones (tO) y (tt). Poniendo 
la expresión 

y-C = (z-C)2 

en la ecuación (10), obtenemos: 

ó 

(:r - e)3 [<x-e)-;] =0, 

de donde obtenemos dos valores posibles de C a los que corresponden dos 
soluciones del problema. 
Primera solución: 

por eso, de la ecuación ( 1t) 
encontramos: 

ó 

Segunda solución: 

2 e=z-3 ; 

pot eso, de la ecuación (H) 
encontramos: 

2 [ 2 ]2 y-.r+a- z-z +a =0 

ó 

2 . 
Hemos obtenido dos rectas: v=x e y=x-9 . La primera de ellas es 

el lugar geométrico de los puntos singulares, la segunda es envolvente 
(fig. 256). 

Observación 2. Hemos demostrado en el § 7, cap. VI, que las 
normales a una curva son las tangentes a la evoluta de esta curva. 
Por consiguiente, la familia de las normales a una curva dada es 
al mismo tiempo la familia de las tangentes a su evoluta. Así, la 
evoluta de una curva es la envolvente de la familia de las 
normales a esta curva (fig. 257). 
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F1g. 256 /ig. 257 

La observación dada permi te utiHzar un métoC:o más para hallar 
la evoluta: para obtener la ecuación de la evolut;: es preciso hallar 
al principio la familia de todas las normales a la curva dada y des
pués encontrar la envolvente de esta JarniJia. 

§ t 2. SOLUCIONES SINGULARES 
DE LAS ECUACIONES DIFERENCIALES 

DE PRIMER ORDEN 

Su pongamos que la ecuación diferencial 

F(x, Y. ~) = 0 

t.eJJga Ja jntegral general 
<D(x, y, C) = O. 

(1) 

(2) 

Supongamos también que la familia de las curvas integrales, 
COlTP~pondiente a la ecuación (2), tiene una envolvente. Demostre
mos que esta envolvente es también una curva integral de la ecuación 
diferencial (1). ' 

En efecto, la envolvente toca en cada uno de sus puntos a cierta 
curva de la familia, es decir, la envolvente tiene en este punto una 
tangente común con la curva. Por consiguiente, en cada punto 
común la envolvente y la curva de la familia tienen valores iguales 
de las magnitudes x, y, y'. 

Pero, para la curva de la familia las magnitudes x, y, y' satis
facen la ecuación (1). Por tanto , la abscisa, la ordenada y el coefi
ciente angular de cada punto de la envolvente satisfacen también 
la misma ecuación lo que significa que la envolvente es una curva 
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integral y que su ecuación es una solución de la ecuación diferencial 
dada. Pero, como la envolvente no es en general una curva de la 
familia, su ecuación no se puede deducir de la integral general (2), 
cualquiera que sea el Yalor particular de C. La solución de la ecua
ción diferencial que no se obtiene de la integral general cualquiera 
que sea el valor de. C, y que tiene como gráfica la envolvente de la 
familia de curvas integrales que entran en la solución general, se 
llama solución singular de la ecuación diferencial. 

Suponemos conocida la integral general 

<I> (x , y, C) = O; 
eliminando C de esta ecuación y de la ecuación <t>é: (x, y, C) = O 
obtenemos la ecuación \jl (x , y) = O. Si esta función satisface la 
ecuación diferencial (Y no pertenece a la familia (2)), entonces es 
la integral singular. 

Notemos que por todo punto de la curva que represente la solu
ción' singular pasan por lo menos dos curvas integ.-alcs, es decir, 
la unicidad de la solución se perturba en cada punto de una 
solución singular. 

Ejemplo. Hallar la solución singular de la ecuación 

y2(1 + y'2)=R2. (•) 

Solución. Hallemos su integra 1 general. Resol vamos la ecuación 
respecto a y': 

dy V~ 
dx = ± y 

Separando las variables, obtenemos : 
y dy 

dx . 

Ue aqul, integrando, encontramos la integral general: 
(x - C)2 + y2 = R2. 

Es fácil ver que la familia de curvas integrales es la de circunferencia!! de 
radio /l, con centros en el eje de las abscisas. La envolvente de esta familia 
de curvas está dada por las dos rectas y = ± R. 

Las funciones y = ± H satisfacen la ecuación diferencial (•) , de donde 
se deduce que es la integra l singular. 

§ t3; I::CVACION OE CLA IRAUT 

Examinemos la ecuación 

Llamada de Clairaut. 

(1) 
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Esta se integra introduciendo un parámetro auxiliar. Hagamos 

~ = p, entonces la ecuación (1) toma la forma: 

y = xp + 'lj> (p). ( 1 ') 
Derivemos t odos los términos de la última ecuación respecto 

a z, teniendo en cuenta que p= ~~ es una función de z : 

ó 

y 

P =X~ +P + V>'(p) ¿ 

[x + 'lj>' (p)J: =O. 

Igualando a cero cada factor, obtenemos: 

dp=O 
dx • 

X+ 'IJ' {p) = Ü. 

(2) 

(3) 

1) La integración de la igualdad . (2) da p = C (C = const.). 
Poniendo este valor de p en ]a ecuación (1') encontramos .sn integral 
general : 

y = xC + "ljl (C), (4) 

que, desde el punto de vista geométrico, representa una familia 
de rectas. 

2) De la ecuación (3) encontremos p como función. de x, y pon
gámoslo en la ecuación (1'), entoll'ces obtenemos la función: 

y = xp (x) + 'lj> [p (x)l. W) 
la cual es una solución de la ecuación (1), lo que es muy fácil der.nos
trar. 

En efecto, en virtud de la igualdad (3) tenemos: 

dy ' dp 
dx=P + [x +'IJ> (p)] dx =P· 

Por eso, introduciendo la función (1 ") en la ecuación (1), obtene
mos la identidad: 

xp + 'lj> (p) = xp + '\jl (p). 
La solución (1 ") no se puede obtener a partir de la integral gene

ral (4), cual quiera que sea el valor de C. Es una solución singular 
y se obtiene eliminando el parámetro p de las ecuaciones 

Y=Xf! + 'IJ(p), } 
X='i' (p) =Ü, 
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o, lo que es igual, eliminando C de las ecuaciones 

y = xC + 'tp (C), 

x+ 'tpc(C) =0. 

45 

Por consiguiente, la solución s ingular de la ecuación de Clairaut 
determina una envolvente de la familia de rectas, dadas por la 
integral general (4). . 

Ejemplo: Hallar las integrales general y 
singular de la ecuación 

Solución. Sustituyendo =~ por C obtene

mos la integral general: 

- xC+ aC 
Y- -v 1+C2 

y 

a 

Plg. 258 

Para obtener la solución singular derivamos la última ecuación 
respocto a C: 

x+ 11 
=-0. 

(1 +C2)3/ s 

La solución singular (ecuación de la envolvente) se obtiene en la forma 
paramétrica (donde e es el parámetro): 

j xy = (1 +~~)8/s ' 

aC3 

Eliminando el parámetro C podemos obtener la dependencia directa entre 

x e V· Elevando ambos miembros de cada ecuación a la potenica ~ , y sumando 

miembro a miembro las ecuaciones obtenidas, hallamos la solución singular 
en la forma siguiente: 

x' ' ' + v'ls=a•t•. 

Es una astroide. Sin embargo, como envolvente de la familia de rectas 
(y, por tanto, como solución singular) se presenta no toda la astroide, sino 
sólo su mitad izquierda (puesto que de las ecuaciones paramétricas de la envol
vente se deduce que x -<.O) (fig. 258). 
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§ 14. ECUACION DE LAGRANGE 

La ecuación de la forma 

y = xq¡ (y') + 1p (y'), (1) 

donde q> y 1p son funciones conocidas de ~, se llama ecuación de 

Lagrange. Esta ecuación es lineal respecto a y y x. La ecuación de 
Clairaut, examinada en el párrafo anterior, es un caso partjcular 
de la ecuación de Lagrange, cuando q¡ (y') == y'. Lo mismo que en 
el caso de la ecuación de Clairaut, l a ecuación de Lagrange se integra 
introduciendo un parámet ro auxmar p. 

Hagamos: 
y' = p; 

entonces, la ecuación original toma la forma: 

y = xq> {p} + 'll (p). (1 ') 

Derivando respecto a x, obtenemos: 

p = q>(p) + [x<p' (p) + "'' (p)J~, 
ó 

p- q¡(p} = {xqi (p) + "'' {p)) CZ:. (1") 

De esta ecuación se puede deducir inmediatamente ciertas solu
ciones, a saber: \a ecuadón se transiorma ~n una identidad para 
todo valor constante p = p0 , que satisfaga l a condición: 

Po - q> (Po) = O. 

En efecto, siendo p constante, la derivada ~ e O y ambos 

miembros de la ecuación (t •) se anulan. La solución que corres

pt>nde a cada valor de p = p 0 , es decir, : = p0, es una función 

lineal de x (puesto que la derivada : es cunstante sólo para las 

funciones lineales ) . Para hallar esta función es suficiente susti

tuir en la ecuación (1') el valor p = p 0: 

y = zq>(po) + "'(Po)· 

Si esta solución no se deduce de la solución general , cualquiera 
que sea el valor de la constante arbitraria, será, por tanto, una solu
ción singular. 
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Encontremos, ahora, la solución general. Para esto escribamos 
la ecuación (1 ") en la for'ma: 

dx _X q/ (p) 
dp p- q:o(p) 

"'' (p) 
p- <p(p) 

considerando x como función de p. La ecuación obtenida es entonces 
una ecuación diferencial lineal respecto a la función x de p. 

Resolviéndola, encontramos: 
X = (1) (p, C) . (2} 

Eliminando el parámetro p de'las ecuaciones (1') y (2}, obtenemos 
la integral general de la ecuación (1) en la siguiente forma: 

· <1> (x, y, C) = O. 

Ejemplo. Sea la ecuación 
fl = :r;y'2 + y'Z. (1) 

Haciendo y' = p , tenemos: 
V = zp2+ p2. (1') 

Derivando respecto a z, obtenemos: 

p=p2+{2z p+ 2p} ;~ . W> 
Hallemos las soluciones singulares. Puesto que p = p 2 , cuando Po = O 

y p 1 = 1, en calidad de soluciones se presentan las funciones lineales !véa
se (1')): 

y = z -02 + 02, es decir , y = O, 
e 

V = z+ 1. 
Después de encontrar la integral general, veamos, si estas funciones son 

las soluciones particulares o singulares. Para hallar la integral general escri 
bamos l a ecuación (1") en la forma: 

.:!:_-z~=-2-
dp p - p2 t - p 

considerando z como función de la variable independiente p. Integrando la 
ecuación lineal (respecto a .x) hallamos. 

cz 
x = -1 + (p-t)2 • (11) 

Eliminando p de las ecuaciones( !' ) y (11), obtenemos la Integra l general : 

v = <C+ l/X'+1)2. 
La integra l singular de la ecuación original será: 

V= 0, 
puesto que esta solución no se deduce de la solución general cualquiera que 
sea el valor de C. 

Sin embargo, la función 11 = z + 1 .no es una solución singular, sino 
particular, y se deduce de la solución general, poniendo e = o. 
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§ 15. TRAYECTORIAS ORTOGONALES E JSOGONALES 

Sea una familia de curvas monoparamétrica 

CI> (x, y, C) = O. (1) 

Las líneas que cortan todas las curvas de la familia dada (1) 
bajo un ángulo constante se llaman trayectorias isogonales. Si este 
ángulo es recto, las t rayectorias se llaman ortogonales. 

Trayectorias ortogonales. Hallemos l a ecuación de las trayecto
rias ortogonales. Escribamos la ecuación diferencial do la familia 
dada de curvas, eliminando C de las ecuaciones: 

<t> (x, y, C) = O 
y 

Sea F ( x, y, :~) = O (1') 

una ecuación diferencial. 

Aquí, ~~ es un coeficiente angular de la tangente a una curva 

de la famil ia en el punto M (x, y). Puesto que la trayectoria orto
gonal, que pasa por el punto M (x, y) , es perpendicular a la curva 

correspondiente de la familia, entonces el coeficiente angular 1: 
de la tangente a esta curva está ligado con ~~ por la correlación 

( Cig. 259) 
dy -=-- (2) 

Introduciendo esta expresión en la ecuación (1') y omitiendo el 
indica T, obtenemos una relación entre las coordenadas de un punto 
arbitrario (x, y) y el coeficiente angular de la trayectoria ortogonal 
en este punto, es decir, la ecuación diferencial de las trayectorias 
ortogonales: 

(3) 
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La integral general de esta ecuación 

<llt (.z, y, C) = O 

da la familia de trayectorias ortogonales. 
Las trayectorias ortogonales se encuentran, por ejemplo, cuando 

estudiamos una corriente plana de un liquido. 
Supongamos que la corriente de un liquido en un plano sea tal 

que en cada punto del plano O.zy esté determinado el vector 
v (.z, y) de la velocidad del movimiento. Si este vector depende 

y 

X 

X 

Ftg. 259 Ftg. 260 

sólo de la posición del punto en el plano y no depende del tiempo, 
entonces este movimiento se llama estacionario, o establecido. 
Examinemos, precisamente, un movimiento semejante. Admitamos, 
además, que existe un potencial de velocidades, es decil' , una fun
ción u (.z, y) tal que las proyecciones del vector v (.z, y) sobre los 
ejes de coordenadas v" (.z, y) y v 11 (.z, y), sean sus derivadas parcia
les respecto a x e y: 

i}u iJu 
(4) ax = v,.; -=Vv· ay 

Las curvas de la familia 

u (x, y) = e (5) 

se llaman equipotenctales (es decir, Uneas de igual potencial). 
La.s curvas cuyas tangentes en cada punto coinciden en dirección 

con el vector v (.z, y), se llaman lrneas de corriente y representan 
la.s trayectoria.s de los puntos móviles. 

Demostremos que las lineas de corriente son trayectorias ortogo
nales de la familia de lineas equipotenciales (fig. 260) . 
4-536 
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Sea <p el ángulo formado por el vector de velocidad v con el eje 
Ox. En virtud de la correlación. (4) tenemos: 

f}u (x, y) 1 1 au (:r, y) 1 1 = v cos q>; = v sen <p; 
ax ay 

de aquí hallamos el coeficiente angular de la tangente a la línea 
de corriente 

0: (.x, y) 

tg<p= ay 
fJu (x, y) 

(6} 

ax 
Derivando la relación (5) respecto a x, obtenemos el coeficiente 

angular de la tangente a la líne~;: equipotencial: 

iJu + fJu dy = 0 ax ay dx , 
de donde: 

ou 
dy ax 
dx = -au· (7) 

ay 
Por consiguiente, el coeficiente angular de la tangente a la línea 

equipotencial es inverso, en magnitud y signo, al coeficiente angular 
de la tangente a la línea de corriente, de donde se deduce que las 
líneas equipotenciales y las de corriente son mutuamente ortogo
nales. 

Si se trata de un campo eléctrico o magnético, las trayectorias 
ortogonales de la familia de lineas equipotenciales son las líneas de 
fuerza de1 campo correspondiente. 

Eje111.plo t. Hallar las trayectorias ortogonales de la familia de parábolas 
y = Cz2 • 

SolucJ6n. Escribamos la ecuación diferencial de la familia: 
y' = 2Cz. 

Eliminando C, obtenemos: 
y' 2 
-¡¡=-x· 

Sustituyendo v' por-J.-, obtenemos la ecuación diferencial de la 
V 

familia de trayectorias ortogonales: 
t 2 

--w=-x 
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o sea 

Su integral general e~: 

z dx 
y dy = --2- . 
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Por consiguiente, las ~rayectorias ortogonales de la familia dada de pará
bolas forma una familia de elipses con semiejes a= 2C, y b" = C V2 (fig. 261). 

X 

Fig. 261 

Trayectorias isogonales. Supongamos que las trayectorias corten 
las curvas de una familia dada bajo el ángulo a, siendo tg a = k. 

dy . 
E l coeficiente angular dx =tg<p (fig . 262) de la tangente a la 

curva de la familia, y el coeficiente angular dJ; = tg 'IJ1 de la 

tan gen te a la trayectoria isogonal están ligados mediante la correlación : 

tg <p = tg ('IJ - a) 
tg'IJ - tga 

1 + tg a tg 'IJ1 ' 
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es decir, 
dyT 

dy -¡; - k 
-= 
dx k dyr + 1 

dx 

(2') 

Introduciendo esta expresión en la ecuación (1') y quitando el 
indica T, obtenemos la ecuación diferencial de las trayectorias 
isogonales. 

Ftg. 262 

Ejemplo 2. Hallar las trayectorias isogonales de la familia do rectas: 
11 = C2:, (8) 

que cortan las lineas de la familia dada bajo el ángulo a, siendo tg a = k. 
Solucl6n. Escribamos la ecuación diferencial de la familia de rectas. 
Derivando la ecuación (8) respecto a x, hallemos: 

~-e d% - . 

Por otra parto, do la misma ecuación so deduce: 

C=.!. 
X 

Por consiguiente, la ecuación diferencial de la familia dada t iene la 
forma: 

Utilizando la relación (2') obtenemos la ecuación diferencial de las 
trayectorias isogonales: 

De donde, quitando el iodiae T, encontramos: 

k+ L 
d¡¡ X 

"= t -kL 
"' 
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llltegrando esta ecuación homogénea obtenemos la integral general: 

In -v~z+v'=+ arctg f + In G, (9) 

que determina la familia de las trayectorias isogonales. Para aclarar 
cuáles son las curvas de esta familia, pasemos a coordenadas polares: 

6 

L = tg <p; y'z"l+v~=p. 
% 

Ftg. 269 

Introduciendo estas expresiones en la igualdad (9), obtenomos: 

1 
In p= k q¡+ln C 

"' p=CeT. 
Por consiguiente, la familia de las trayectorias isogonales está compuesta 

por espirales l ogar!tmicas (fig. 263). 

§ 16. ECUACIONES DIFERENCIALES 
DE ORDENES SUPERIORES (GENERALIDADES) 

Como hemos indicado más arriba (véase § 2), se puede escribir 
simhólicamenteuna ecuación diferencial de n-ésimo orden en la forma : 

F (x, y, y' , y" , .. .• y<">) =O. (1) 

o, si se puede resolverla respecto a la n-ésima derivada, 

Y(n)=J (z, y, y', y", ... , y<n- 1)). (1') 
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En el capitulo presente estudiamos sólo l as ecuaciones de órdenes 
superiores, que se resuelven respecto a la derivada del orden más 
alto. Para estas ecuaciones tiene lugar el teorema de existencia 
y unicidad de la solución,• análogo al teorema correspondiente sobre 
la solución de las ecuaciones de primer orden. 

Teorema. Si en la ecuación 

y'"l = / (x, y, y', ... , y<n-tl) 

la fun.ct6n f (x, y , y', . . . y<n- 1>) y sus derivadas parciales respecto 
a los argumentos y, y' , ... , y<n-1) son continuas en un cíerto dominio 
que contiene los valores x = x0, y = y0, y' = y~, ... , y<n- l) = 
= y~n-1), existe solamente la solución única y = y (x) de la ecuación 
que satisface las condtciones: 

Yx= xo= Yo. 

!l~=xo =y~, (2) 

Y
(n - 1) _ Y(n-t) 
x~xo- O • 

Estas condiciones se llaman iniciales. En la presente obra no se 
demuestra este teorema. 

Si analizamos una ecuación de segundo orden y" = f (x, y, y'), 
las condiciones iniciales de la solución para x = x0 serán: 

Y = Yo. y' = Y~. 
donde x0 , y0 , y~ son números dados. El significado geométrico 
de estas condiciones es el siguiente: por el punto dado de un plano 
(x0 , y0) pasa una sola curva cuya tangente del ángulo de 
inclinación de la linea tangente es y¿. De aquí se deduce, además, 
que si damos diferentes valores a y~, conservando constantes xo e Yo• 
obtenemos una infinidad de curvas integrales con diferentes ángulos 
de inclinación que pasan por el punto dado. 

Introduzcamos, ahora, la noción de solución general de una 
ecuación de n-ésimo orden. 

DelJnieJ6n. Se llama Sl>luci6n general de una ecuación diferencial 
de n-ésimo orden una función 

y = cp (x, e~. C2 , ••• , C,.), 

que depende de n. constantes arbitrarias C1, C2, ••• , Cn de tal 
modo que: 

a) satisfaga la ecuación cualesquiera. que sean los valores de las 
constantes C., C2 , ••• Cn; 
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b) para las condiciones iniciales dadas: 

Yx=xo= Yo, 

Y
(n-tl _ Y(n-tl 
x-xo- O 

55 

se puede elegir las constantes e t. e 2 ••• , en así que la . función y = 
= <p (x, ett e2 , • • • , en) satisfaga estas condiciones (suponiendo 
que los valores iniciales .xo, y0, y~, . • • , y~n- 1) pertenezcan al 
dominio de existencia de la solución). · 

Una correlación de la forma <I> (.x, y, e~o C2, ••• , e,.) = O, 
que define la solución general de manera implícita se llama integral 
general de la ecuación diferencial. 

Toda función que se obtiene de la solución general para valores 
concretos de las constantes· e11 e2 , • • • , en, se llama solución 
particular. La gráfica de una solución particular se llama curva 
integral de la ecuación diferencial dada. 

Resolver (integrar) una ecuación diferencial de n-ésimo orden 
significa: 

1) hallar su solución general (si no se han dado las condiciones 
iniciales), o: 

2) hallar tal solución particular de la ecuación que satisfaga 
las condiciones iniciales dadas (si éstas existen). 

En los párrafos siguientes veremos los métodos de resolver 
distintas ecuaciones de n-ésimo orden. 

§ 17. ECUACION DE LA FORMA y<">=t (x) 

La ecuación de la forma 

es la más simple de n-ésimo orden. 
Hallemos su integral general. 

(1) 

Integrando ambos miembros de la ecuación respecto a x, y toman
do en consideración que y<n> = (y<n-1))', obtenemos: 

X 

Y( n- tl = S f (x) dx +e¡, 
"'• 

donde .x0 es un valor arbitrario de .x, y et es una constante de inte
gración. 
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Integrando una vez más tenemos: 
X % 

y<"-11 = ~(S f(x)dx)dx+C1 (x-xo)+C2. 
Xo Xo 

Procediendo de esta manera, obtendremos por fin, después de n 
integraciones, la expresión de la integral general: 

"' " 

~ ~f( )
.3- d Ct(x-xot- 1 

_ 
y= ... x ~ ... x+ + 

(n -1)1 
);o Xo 

(x- Xo)"-2 
+C2 + ... Cn. 

(n- 2)1 

Para hallar la solución particular que satisfaga las condiciones 
iniciales: 

' ' (n-11 (n-1) 
Yx=-t0 =Y.; Yx-x0 = Yo; · • ·; Y:r=x0 = Yo • 

es suficiente hacer: 

Cn=Yo• Cn-t=YÓ •• .. , C, =y;- 1
• 

Ejemplo t. Hallar la integral general de la ecuación 

11" = sen (k:l:) 

y la solución particular que satisfaga las condiciones iniciales: 

11,._0 = O, 11;.0 = 1. 
Solución: 

X 

{' cos k:l: - i 
1/= J senk:l:d.r+C1==- k +C1, 

o 
X X 

11=- ~ ( cosk;- t) dx+ ~ C1dx + C2 
o o 6 . 

sen kx x 
¡¡= ---k,-+k+Ctx+C2. 

Esta es la integral general. Para hallar la solución particular que satis
face las cond.fciones iniciales dadu es suficiente determ.inar loe valores co
rrespondientes de e, y e, . 

. De la condición llx-o = O ballamoe e,= O. 

De la condición 11~-o = 1 hallamoe e, = t. 
A,i, la solución particular bWIGada tiene la forma: 

senb: (') 11 = --k-,-+x k+1 . 
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Ecuaciones düerenciales de este pnero se encuentran en la teoria de la 
ílexión de vigas. 

Eiemplo 2. Examinemos una viga prismática eláaUca sCI:Detida a la fle
xión por acción de fuerza.s externas, tanto repartidas continuamente (peso, 
carga) como, concentradas. Dirijamos el eje Oz horizontalmente, a lo largo 
del eje de la viga todavia no deformada y el eje O¡¡ verticalmente bada abajo 
(flg. 264). 

Toda fuerza aplicada a la viga (por ejemplo, la carga, reacción de loe 
apoyos) tiene un momento respecto a cualquier sección tranavel'l!al de la 
viga; este momento es ígulll al producto de la fuena, por la distancia entre 
la sección dada y el punto de aplicación de la fuerza. La suma M (z) de loe 
momentos de todas las fuerzas aplicadas por un mismo lado de la sección de 

X 

y 
p 

Flg. 264 

abseisa z, se llama momento de flexión do la viga respecto a la sección dada. 
En el curso de •Resistencia de materiales• se demuestra que el momento de 
flexi ón de una viga es igual a: e¡ , donde, E es el módulo de elasticidad, que 
depende de material; J es el momento de inercia del área de la sección trans
versal de la viga respecto al eje horizontal que pasa por el centro de gravedad 
de esta sección; R es el radio de curvatura del eje de la viga encorvada, que 
so expresa mediante la fórmula (§ 6, cap. VI): 

( t +v'2)
11

' 
R = • 

V 
Así, la ecuación diferencial del eje de la viga encorvada tiene la forma: 

v· M (z) 
(t+v'zl''• =-u-. (2) 

Si admitimos que las deformaciones son pequefías y los ángulos entre las tan
gentes al eje do la viga encorvada y el eje Oz son bastante pequefios, podemos 
despreciar la magnitud y' 3 que os el cuadrado de v', y considerar: 

1 
R-=7 . 

La ecuación diferencial de la viga encorvada tomará entonces la fonna: 

v" = "~~) ' (2') 

que es una ecuación de la forma (1). 
Ejemplo 3. Una viga está encastrada por su extremo O y sometida a la 

acción do una fuerza vertical concentrada P, aplicada al extremo libre L, a 
una distancia l del punto do fijación (fig. 264). Despreciemos el peso do 
la viga. · 
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Examinemos la sección en el punto N (:r:) . El momento de flexión res
pecto a la sección N será 

M (:r:) = (l-:r:) P. 

La ecuación dUercncial (2') tomaiá la forma: 

y•= :, (l-:r:). 

Las condiciones iniciales son: cuando :r: =0, la flexión y es igual a cero 
y l.a tangente al eje de la viga encorvada coincide con el eje O:r:, es 
dec1r: 

ll~o = O. 

Integrando la ecuación encontramos: 

v'= ;, ~ (l-:r:) d:r:= ;, (z:r:- z; ) ; 
o 

11 = ::u (zzz- ~
3

) • (3) 

De la fórmula (3) se determina, en particular, la flexión h en el ex
tremo L de la viga: 

p¡3 
h =v- 1 = aEJ . 

§ t8. ALGUNOS TIPOS DE ECUACIONES DIFERENCIALES 
DE SEGUNDO ORDEN QUE SE REDUCEN A ECUA,CIONES 

DE PRIMER ORDEN 

t. La ecuación de la forma 

ify =t(x dy) 
dx2 ' dx 

no contiene explícitamente la función desconocida y. 

(1) 

Solución. Designemos por p la derivada ~~ , es decir, ha:ga

dy 
mos: CJ.X=P· 

Entonces, 
d2y dp 
dx2 = dx· 

Introduciendo estas expresiones de las derivadas en la ecuación (1) 
obtenemos una ecuación de pximer orden 

dp 
dx =f(x, p) 
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donde p es la función desconocida de x. Al integrar esta ecuación, 
encontramos su solución general: 

p = p(x, C1), 

y, luego, de la correlación ~~ = p obtenemos la integral general 

de la ecuación (1): 

E jemplo t. 
(véase § f) . 

Hagamos: 

Entonces, 

Examinemos la ecuación diferencial de una catenar ia 

d y 
dx = p. 

d2y dp 
dxZ = lfC' 

y obtenemos una ecuación diferencial de primer orden respecto a la función 
auxiliar p de z-: · 

ap =~Vt+ p2 . 
d:r: a 

Separando lu variables, tenemos: 

dp d:r: 

Vi + p2 a 

de donde: 

p = + ( 3 ·+el -e-(~+e1) ). 

Pero, como p= :~ esta última correlación es una ecuación diferencial 

respecto a la función desconocida y. Integrándola, obtenemos la ecuación 
de la catenaria (véase § 1): 

a ( .=..+e1 -(.=..+el)) y= z- e" +e a + C2. 

Encontremos la solución particular que satisface las siguientes condi
ciones iniciales: 

Yx= o = a, 

u'oe=o= O. 
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La primera condición da C:¡=O¡ la segunda, C1 =0. 
En definitiva tenemos: 

v=+ (e: + e-7). 

Observación. De modo análogo se puede integTar la ecuación 

y<n> = f (x, y<n-1)). 

Poniendo y<n- ll = p, obtenemos una ecuación de primer orden 
para determinar p: 

dp 
dx =f (x, p). 

Determinando p en función de x, se deduce y de la correlación 
y<n-IJ = p (véase § 17). 

11. La ecuación de la forma 

d2y ( 
dx'~-=1 y, ¿) (2) 

no contiene explícitamente la variable independiente x . Para resol
verla hagamos de nuevo: 

dy 
dx=P, (3) 

pero, ahora consideremos p como función de y (y no de:&, como antes) . 
Entonces: 

cfy dp dp dy dp ---- ----p 
d;l·- dx- dyd:c·- dy . 

. dy d2 y 
Poniendo en la ecuación (2) las expresiOnes d:c y dx2 , obtene~ 

mos una ecuación de primer orden respecto a la función auxiliar p: 

dp 
p dy = f (y, p}. (4) 

Integrándola, hallamos p en función de y y de una constante 
arbitraria C1: 

p = p (y, Ct). 

Introduciendo este valor en la correlación (3), obtenemos una 
ecuación diferencial de primer orden para la función y de x: 

dy 
dx=p(y, CJ. 
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Separando variables, tenemos: 

dy =riz. 
P (y, Ct) 

Integrando esta ecuación, obtenemos la integral general de la 
ecuación original: 

<Il (x, y, C., C2) = O. 
Ejemplo 2. Hallar la in~egral general de la ecuación 

5 

3u" = v-3 • 

Solución. Hagamos p= =~ considerando p como función de y. Entonces, 

• dp • t b 'ó d . d 1 u =Pc¡¡¡ y, por .ano, o tenemos una ecuac1 n e pr1mer or en para a 

función auxil iar p: 

dp --
3p d¡¡ =u 3 

Integrando esta ecuación, hallamos: 

p2=C,- 11-f ó ' P=± Y e,-¡¡-~ 
Pero p= : ; por consiguiente, para determina~ 11 obtenemos la ecua

ción: 

de donde: 

Ve,11 ~ -t 
Para calcular la última integral hagamos la sustitución: 

Entonces: 
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En la formo definitiva tenemos: 

z + C2 = :t: ~.V C1t/13_ 1 (C1y213+2). 
1 

Ejemplo 3. Supongamos que un punto se mueve a Jo largo del eje Ox 
bajo la acción de una fuerza dependiente sólo de la posición del punto. 
La ecuación diferencial dol movimiento será: 

d2x 
m-¡¡¡r- = P (x) . 

tlx 
Sea z=:ro. d/= vo para t = O. 

dx 
Al multiplicar ambos miembros de la ecuación por dí dt e integrando 

entre los límites de O a t, obtenemos: 
X 

1 ( dx ) 2 1 ~ 7 '" dt - T 111v~ ~ ,) F (x) dz. 
"O 

X 

+m ( ~; ) 2 + [ - ~ F (:z:) d:z: J = + mv~ = const . 
"O 

El primer término de la última ecuación representa la energía cinética y el 
segundo, la energla potencial del punto móvil. De la ecuación obtenida se 

deduce que la suma de las energías cinética y 
!/ potencial permanece constante durante todo el 

tiempo de. movimiento. 
Problema de péndulo matemá tico. Suponga

mos que un punto material de masa m se muevo 
bajo la acción do la fuerza de gravedad por una 
circunferencia L que se halla en un plano verti
cal. Hallemos la ecuación del movimiento del punto 
despreciando las fuerzas de resistencia (frota
miento, resistencia del aire, etc.). 

Ubiquemos el origen de coordenadas en el 
punto inferior de la circunferencia, dirigiendo el 
eje Oz a lo largo de la tangente a est11 circun
ferencia (fig. 265). 

Designemos por L <>1 radio do la circunfert1n
cia y por s, la longitud del arco a partir del 
origen O basta el punto variable M donde se 
halla la masa m; al mismo tiempo tomemos la 
longitud mencionada con el signo correspondiente 
(s > O, si M se encuentra a la derecha del ori-

Fig. gen O; s < O, si M se encuentra a la izquierda 
del 0). 

El problema en consideracion consiste en establecer la dependenei a 
entre s y el tiempo t. 
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Descompongamos la fuena de gravedad mg en dos componente&: tan¡enc:ial 
y normal. La primera, que es igual a - mt sen cp, causa el movimiento, la 
segunda se elimina por la reacción do la curva descrita durante el movimiento 
de la masa m. 

Asi, la ecuación de movimiento tiene la forma: 
d2s 

m""'ifti" = 1 mgsen cp. 

Puesto que para la circunferencia el ángulo <p=T ; obtenemos la ecuación: 

d21 ' dt2 = -gsenT. 

Es una ecuación diferencial del tipo 11 (por no contener explfcitamtnte 
la variable independiente t). 

Jntpgrándola de la manera correspondiente tenemos: 

Por consiguiente, 

o bien, 

de donde: 

ds d2• tlp 
-¡¡¡ = p, -¡¡¡;: = -¡¡¡ p. 

dp & 
pds= -gsenT, 

, 
pZ = 2gl cos ¡ + C1• 

Designemos mediante s0 la longitud má.xima del arco descrito por el 
punto. M. Cuando .s = s0 , la velocidad del punto es igual a cero: 

.!!!._1 = PI - O dt ' ""'O 1• 10 - ' 
Esto permito determinar C1: 

do donde 

Por tanto, 

O •o = 2glcos-r + C1, 

so C1= - 2glcos T. 

( ds) 2 p2 = Tt = 2gl 

o, aplicando a la última expresión la fórmula que determina la diferencia 
do cosenos: 

(ds)2 s+so 10 -s Tt = 4il son - 2-1- sen - 2-1- , (S) 
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o bien •): 

(6) 

Esta es una ec':lación con variables separables. Separándolas, obtenemos: 
ds --;:::===;:======--2 'VII dt. , / •+•o lo-• V sen~sen~ 

(7) 

Supongamos por ahora que • =F so, entonces el denominador de la frac
ción es distinto de cero. Si suponemos que •=0 para t=O, de la igualdad (7) 
obtenemos: 

• 
~ d• 

J , / •+•o so-• o V sen~sen-2-1 -
2Vift. (8) 

Esta igualdad expresa la dependencia entre ' y t. La integral del miembro 
izquierdo no se expresa mediante las funciones elementales¡ lo mismo ocurre 
con • como función de 1. 

Examinemos del modo aproximado el problema planteado. Supongamos 

1 •o ' ~ . •+so •o-• ·que los ángu os T y T son pequenos. Los angulos ~y 21no son 

superiores a ~o . Sustituyamos en la ecuacion (6) los senos de ángulos por 

los ángulos: 

~=2 -.r¡y •+so •o-• 
dt V g 21 21 ' 

o bien, 

(6') 

Separando las variables, obtenemos (suponiendo provisionalmente que 
'=F •o): 

- __,:d='==- V+ = -dt 
V~-·' ' . 

(7' ) 

Supongamos otra vez que •=0 para t =-0. Integrando la última ecuaeion, 
obtenemoe: 

1 

~ d• Vf = -t 
'Vil-•' ' o 

(8') 

aresen ~ -JI+ t, 
•) Tomamoe el signo mú delante de la raiz. De liL observación que se da 

al final del probla:na se deduce que no hay neceaidad' de exllllÍIIar el caso euan
do se t.oma el signo menoe. 
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de donde: 

i = sosen JI'+:. {9) 

Observación. Al resolver el problema, hemos supuesto que 1 =F •o· Sin 
embargo, por medio de la sustitución directa nos convencemos de que la fun
ción {9) es solución de la ecuación (6') para cualquier valor de t. 

Recordemos que la solución (9) es aproximada para la ecuación (5), puesto 
que habíamos sustituido la ecuación (6) por la ecuación aproximada (6 ). 

La ecuación (9) muestra que el punto M, (que se puede considerar como 

el extremo del péndulo), ofectúa oscilaciones armónicas de periodo T ca 2n Vi . 
Este periodo no depende .de la amplitud de la oscilación 6o· 

Ejemplo 4. Problema de la segunda velocidad cósmica (velocidad de 
escape). 

Detennillar la mínima velocidad con la cual se debe lanzar un cuerpo 
verticalmente hacia arriba para que éste no regrese a la tierra. La resistencia 
del aire se desprecia. 

Solución. Designemos las masas de la Tierra y del cuerpo lanzado por M 
y m, respectivamente. En virtud de la ley newtoniana de atracción, la fuerza f 
que aetua en el cuerpo m, os: 

1- k M· m 
- r! ' 

donde, r es la distancia entre el centro de la Tierra y el centro do gravedad 
del cuerpo lanzado; 

k es la constante de gravi taci6n universal. 
La ecuación diferencial de movimiento de este cuerpo de masa m es: 

d2r M ·m 
m~=-k-,.-2-

6 
d2r =-k.!!_ 
dtl r 2 • (10) 

Hemos tomado el signo menos puesto que la aceleración en el caso dado 
es negativa. La ecuación diferencial (10) es una ecuación de la forma (2). Resol
vamos esta ecuación tomando l&s siguientes condiciones iniciales: 

dr cuando t=O, r = R y dt= vo. 

Aquí, R es el radio de la Tierra, v0 es la velocidad de lanzamiento. 
Introduzcamos las designaciones: 

donde v es la velocidad del 
ecuaci6n (10), tenemos: 

dtr do dv dr dv 
dt2 =dt=drdt = Vdr' 

movimiento. Sustituyendo esta 

V.2.!:._ = -k~ dr r2 · 

Sepuando las variables, resulln: 

5-536 

dr 
vdv= -kM "Ti'. 

expresión en lo 
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Integrando esta ecuación, encontramos: 

v2 1 
-z=+kM-¡:-+C1o 

(11) 

Dcterw inemos C 1 de la condición v = v0, en la superficie de la Tierra 
(r=R): 

ó 

6 

C¡ = - kM + V~ 
o R 2 o 

Sust.ituyeudo e] valor de C1 en la igualdad (H): 

~=+kM~- kM + V~ 
2 r ll 2 

v; =kM++ ( "J - k::) o 
(12) 

Según la liipólesis, la velocidad del cuerpo debe ser constantemente 
o o • t v2 > O C 1 o • d kM h ~ postl•va, por .ano: T o oroo a magn1ou - , - se ace muy pequena 

cuando r crece indPfinidamente, la condición ~ >O se cumple para todo r 

sólo en el caso de que: 

6 

Por tanto, la velocidad m[nima se define por la igualdad 

• /2kM 
vo= V --¡¡-, 

donde 

k=6 66 °10-s-cms , 
' grseg2 

R=63o101 cm. 

(13) 

(14) 

En la superficie de la Tierra, cuando r = R, la aceleración de la fuerza 

de gravedad es igual a g ( r=981 cm~) . En virtud de lo últoimo, obtenemos 
o seg 

de la igualdad (tO): 
M 

g=k R2 
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6 
o gRZ 

M = -k-

Poniendo este valor de M en la fórmula (14), tenemos: 

.,_ 1-. - • cm km v0= v 2.gll = V<!·98\ ·63·1U7 """ 11,2·106 -=11 ,2--. seg seg 

§ 19. METODQ GRAFICO DE LA INTEGRACIO N DE 
LAS ECUACIO NES DIFERENCIALES DE SEGUNDO ORDEN 

Aclaremos cuál es la interpretación geométrica de una ecuación 
diferencial de segundo orden. Sea la ecuación 

y" = f (x, y, y'), (1) 

designemos por cp el ángulo formado por lll tangente a la curva con 
la dirección positiva del eje Ox; entonces, 

dy 
d:r: = tgq¡. (2) 

Para aclarar el significado geométrico de la segunda derivada 
recordemos la fórmula que determina el radio de curvatura de una 
curva en un pun to dado•): 

(1 + y·yh 
R =.:_..:.......:::.......:...__ 

y" 

De donde tenemos: 

Pero, 

y'= tg q¡; 1 + y'2 = 1 + tg2 <¡> = sec2
q>; (1 + y'2)'1• = 

= 1 sec3 q> J = 1 1 1 . 
cos3 <¡> 

Por eso: 

(3) 

•) Hasta ahora siempre !vamos considerado que el radio de curvatura es un 
número posiHvo. Pero, en este párrafo supongamos que el radio de curvatura 
pueda tomar valores tanto positivos como negativos: si la curva es convexa 
(y N< 0), consideremos el radio de curvatura negativo (R < O); si la curva es 
cóncava (y N> 0). considerémoslo como positivo (R > 0). 
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I ntroduciendo, a hora, las expresiones obtenidns para y e y• en 
la ecuación (1}, obtenemos: 

1 

1 1 
= 1 (x, y, tg cp), 

n cos3 qJ 

6 
1 

ft = 1 1 . cos3 q> • 1 (x, y, tg cp) 
(4) 

Esto demuestra que la ecuación diferencial de segundo orden 
determina la magnitud del radio de cut·vntura de la curva integral, 

Ftg. 266 

si están dadas las coordenadas del punto y la dirección de la tangente 
en este punto. 

De lo anterior se deduce el método do la construcción npt·oxi ruada 
de una curva integral con ayuda do una curva lisa*}; la curva 
está constituida por arcos de circunferencias. 

Supongamos, por ejemplo, que es preciso hallar una solución 
de la ecuación (1}, que satisfaga las siglJicntes condiciones iniciales: 

Yx= ><o =Yo; 

Tracemos por el punto M 0 (x0 , y0) un rayo M 0 T 0 , cuyo coefi
ciente angular es y' = tg cp0 = y¿ (fig. 266). De la ecuación (4} 
encontramos la magnitud R = Bo. Pongamos un segmento MoCo 
igual a Ro en la perpendicular a la dirección M0 T0 y tracemos ...--... 
(tomando el punto C0 por centro) un arco pequeño M0 M1 de radio 
R0• Notemos que es preciso orientar el segmento M0C0 en la direc-

• ) Es una curva que tiene en todos los puntos la tangente, cuyo ángulo 
de inclinación es una función cont inua de la longitud s del arco. 
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ción conveniente para que el arco de la circunferencia sea convexo 
hacia arriba cuando Ro < O; y sea convexo abajo cuando Ro > O 
(véase la nota en la página 67). 

Sean x1 e y1 las coordenadas del punto M 1 en el a1·co construido 
y ubicado s uficientemente próximo al punto M 0 , y sea tg <i>t. el 
coeficiente angular de la tangen te M 1T1 a la circunferencia t razada 
en el punt o M 1• De la ecuación (4) halla mos el valor de R = R 1 

conespondiente a l punto M 1• Tracemos el segmen to M,Ct, igua l 
a R1 y perpendicular a M11'1; tomando el punto Ct co mo centro, 

tracemos arco M;ÑJ2 de radio R 1• Tomemos luego en este arco un 
punto M 2 (x2 , y2}, próximo a M" y continuemos nuest1·a construc
ción hasta obtener un tramo suficientemente grande de la curva, 
formado por los arcos de circunferencias. De lo anteriormente dicbo 
se deduce que esta curva es aproximadamente una línen integral 
que pasa por el punto M 0 • Es evidente que la curva construida tanto 
más se a proximará a la curva integral cuanto menores serfln los 

arcos M;M1, ~z, ... 

§ 20. ECUACIONES LINEA LES HOMOG~NEAS. 
OEFlNICIONES Y PllOI'lE UADES GENEltALF:S 

Defini ción 1. Una ecuació n dHerencial de n-~si m o onleu S\' 

llama lineal si es de primer orden respecto a la función tlcsrvnocida 
y y sus derivadas y', ... , y<>~- 1 > , y<">, es decir, si esta ecuación 
tiene la forma 

a0y<"1 + a 1y
1
" 

0 + ... + u,y = j (.r) . 

donde a0 , a" a2 , .•• , a,. y J (x) son funciones fiadas do .:t o c·nn
stantes; además. a0 * O para todos los valores de x, en el dominio 
de definición de la ecuación (1). En adelante S11pongamo:~ que las 
funciones a0 , a¡, . .. , a,. y 1 (x) son continuas para lodos los valo
res do x y que el coefi ciente a0 -: 1 (si a0 es dis~i uto de la unidad, es 
suficiente divi dir por él todos los tórm inos de la ecuación). Ln [un
ción 1 (x), so lla ma segundo miembro de la ecnaci6n. 

Si f (x) Fj:J O, la ecuación se llama lineal no homogénea, o ecua
ción con segundo miembro. Si J (x) =. O, la ecunción tiene la forma: 

(2) 

y se llama lineal homogénea, o ecuación sin segundo miembro (el 
primer miembro de esta ecuación es uua función homogénea de 
primer orden respecto a y, y', y", .. . , y<nl) . 

Defi na mos algunas propiedades fundamentales de las ecuaciones 
lineales homogéneas, limitándonos a las demostraciones de las 
ecuaciones de segundo orden. 
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Teorema t . Si y1 e y2 son dos soluciones particulares de la ecuación 
lineal homogénea de segundo orden 

(3) 

entonces, y1 + y2 es también la solución de esta ecuación. 

Demostración. Si y1 e y2 son las soluciones de la ecuación, en-
ton ces: 

yj' + a1yj + a.¿y1 =O } 
y'i. + a,yí + a2Y2 = O. 

(4) 

Poniendo en la ecuación (3) la suma y1 + y2 y tomando en 
consideración las identidades (4), tenemos: 

(y,+ Yzt +a, (y,+ yz)' + az(y, + yJ = 
=(y'¡+ a1yj + a:!!J1) + (y2 + a1y2 + a.¿yJ =O+ O= O, 

es decir, y1 + y2 es solución de la ecuación. 

Teorema 2. Si y1 es una solución de la ecuación (3), y e es una 
constante, el producto ey, es, también, una solución de esta ecua
ción (3). 

Demostración. Introduciendo en la ecuación (3) la expresión 
ey., obtenemos: 

(ey,)" +a, (Cy,)' + Oz(Cy,) =e (y';+ a,yí + a.¿y,) =e·O = O; 

y el teorema queda demostrado. 

Defini ción 2. Dos soluciones y1 e y2 de la ecuación (3) se llaman 
linealmente independientes en el segmento la, bl, si su razón en éste 
últi mo no es constante, es decir, cuando 

y, =1= cons t. 
!h 

En caso contrario, las soluciones se llaman linealmente depen
dientes. En otras palabras, dos soluciones y1 e y2 se llaman lineal
mente dependientes en el segmento la, bj, si existe un número con-

stante A. tal que ~ = J.., cuando a ~ x ~ b. En este caso y1 = 'Ay2 • 
Y2 

Ejemplo 1. Sea la ecuación y• - IJ - O, es fácil veri[icar quo las funcio-
nes eX, .-x, 3eX, 5e-x son soluciones do esta ecuación. Las funciones eX y e-x 

son linealmente independientes en todo segmento, puesto que la razon :,.= 
... el.x no permanece constante cuando varía z. En cambio, las funciones e" 

y 3eX son linealmente dependientes, puesto que 
3
:" = 3 = const. 

e 
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Definición 3. Si y1 e y2 son las funciones de x, entonces el deter
minante 

W ( ) 1 y, Y21 , , Y ~o Yz = y; YÍ = YtYz- YtYz 

se llama determinante de Wronski o, simplemente, Wronskiano de 
las funciones dadas. 

Teorema 3. Si las funciones y 1 e y 2 son linealmente dependientes 
en el segmento la, b), el Wronskiano en este segmento es idlnticamente 
igual a cero. 

En efecto, si y2 = A.y1, donde A. = const, en ton ces y~ = A. y;, y 

w (y.. y,) = 1 ~; ~~ 1 = 1 ~; :~d = Á 1 ~~ ~d =o. 
Teorema 4. Si el Wronskiano W (y1, y2), de las soluciones 

y, e y2 de la ecuación lineal homogénea (3} no se anula en un punto 
x = x0 del segmento la, bl. donde los coeficientes de la ecuación son 
continuos, entonces no se annla para cualquier valor de x en este seg
mento. 

Demostración. Puesto que y1 e y 2 son dos soluciones de la ccua
cióu (3), tenemos: 

y~+ a,y2 + azy2 = O, y~+ a,y; + azy, =O . 
. Multiplicando los términos de la primera igualdad, por y1 y los 

términos de la segunda por Y! y luego sumándolas, obtenernos: 

(y1y;·- y;'y,) + a, (y1y; - y;yz) =O. (5) 

La diferencia encerrada entre segundo paréntesis es el Wronskia
no W (y1 y 2): 

W (YtY2) = (y,y2- y',yz) . 

La diferencia encerrada entre el primer paréntesis es la deriva da 
del determinante de WroTlski 

W (y,yz)~ = (YsYÍ- y',y,) = YsY·t- y¡y2. 

Por consiguiente, la igualdad (S) asume la forma: 

W' + a 1 W = O (6) 

Hallemos la solución de la última ecuación que satisfaga la 
condición inicial: 

wt .. - ... = Wo. 

Hallemos al principio la solución general de la ecuaciótt (6), 
suponiendo que W =t= O. 
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Separando variables, en la ecuación (6}, tenemos: 

dW - =-a1 d:c. w 
Integrando, hallamos: 

;r 

In W= - S a1 d:c+ Ine 
:ro 

X 

In ~ = - i a1 dx, 
X o 

de donde: 

"' l a, dx 

W=ee-"• (7) 
Notemos que se podria escribir la función (7}, de modo que esta 

función satisfaga la ecuación (6). Es fácil cerciorarse de esto mediante 
sustitución directa de esta función en la ecuación (6). La suposición 
W :/= O no es necesaria. 

La fórmula (7) se llama f6rmula de L itsville. 
Determinemos e de modo que se satisfaga la condición inicial. 

Poniendo x = x0 en el primer y segundo miembros de la ecuación (7), 
obtenemos: 

Wo =C. 
Por tanto, la solución que satisfaga las condiciones iniciales 

toma la forma: 

" S al dx. 

W = Woe- """ (7') 
Según la hipótesis, W0 :/= O. Pues, de la ecuación (7') se deduce 

que W :fo O, cualquiera que sea el valor de x, puesto que la función 
exponencial no se reduce a cero para todos los valores finitos de la 
variable. El teorema queda demostrado. 

ObservacJon t. Si el Wronskiano es nulo para cierto valor 
de x = x0 , este determinante también es igual a cero para cualquier 
valor de x en el segmento considerado. 

Esto se deduce directamente de la fórmula (7): si ·W = O para 
x = x0 , entonces: 

(W)x=x0 =e= O; 
por consiguiente, W = O, cualquiera que sea el valor del limite 
superior de x en la fórmula (7}. 
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Teorema 5. Si las soluciones y1 e y2 .de la ecuaci6n (9) son lineal
mente independientes en el segmento . (a, b], el Wronskiano W 
formado para estas soluciones no se reduce a cero en ningún punto 
del segmento indicado. 
· Indiquemos sólo la idea de demostración de este teorema, sin 
darla en forma completa. · 

Supongamos que W = O en cierto punto del segmento entonces, 
en virtud del teorema 3, el Wronskiano será nulo en todos los puntos 
del segmento [a, b): 

W=O 
6 

YtY~-Y~Y2=0. 
Examinemos al principio los intervalos dentro del segmento 

[a, bl donde Yt =1= O. Entonces, 

ó 

y,y;.- Y~Y2 =O 
y~ 

(~:} =0. 

Por tanto, la razón Y'l. es constante en cada uno de los intervalos 
y, 

mencionados: 

y2 =A=const. 
Yt 

Utilizando el teorema de existencia y unicidad, se puede mostrar 
que y 2 = 'A.y1 para todos los puntos del segmento [a, bl, incluyendo 
los puntos donde y1 = O, lo que es imposible, puesto que, según 
la hipótesis y2 e Yt son linealmente independientes. Por consiguien
te, el Wronskiano no se anula en ningún punto del segmento [a, bl. 

Teorema 6. Si y1 e y2 son dos soluciones linealmente independientes 
de la ecuaci6n (3), entonces 

Y = C1Yt + C2Y2• (8) 
donde C1 y C2 son las constantes arbitrarias. Esta es la soluci6n general 
de la ecuaci6n (3) . 

Demostración. De los teoremas 1 y 2 se deduce que la función 

C1Yt + C2Yz 
es la solución de la ecuación (3) cualesquiera que sean las constan
tes Ct y C2. 



74 Ecunciont• diferenciales 

Demostremos, ahora, que cualesquiera que sean las condiciones 

iniciales Y:r=so = y0 , y' ,_,.0 = y¿, es posible elegir los valores de 
las constantes arbitrarias e, y e~ de modo tal que la solución par
ticul;\1' correspondiente e1y1 + C2y2 satisfaga las condiciones ini
cial rs dadas. 

PoniPIId tt la!' condiciones iniciales en la igualdad (8), tenemos: 

Y? = ~~Y~n + C2Y~o, } (9) 
Yo= (.IYto + e2Yzn, 

done!!! sr pone: 

Wtl.<- ro = Yto; (Yz)r- x0 = Y2o; (y;)x=x0 = Y;o; ÍYÍ)x- .r0 = Y;o. 

Del sistema (9) se puede definir C1 y e2 , puesto que el determi
nante de este sistema 

1 

Y!o Y;ol = YtoY~- Y~oY2o 
Yto Y'Ul 

es el \Vronskiano cuando :r: = :r:0 , y, por tanto, no es igual a cero 
(en virtud de la independencia lineal de las soluciones y1 e y2). La 
solución particular que se deduce de la familia (8), para los vnlores 
hallados de e, y C2 , satisface las condiciones iniciales dadas. De 
este modo el teorema queda demostrado. 

Ejemplo 2. J.a ecuación 

·+ 1 • 1 o !1 -;-V - --¿¡¡2!1=. 

[ . . 1 1 . d 1 
cuyos coe tttl'ntes a1=-;- y a2 =--;;;2 son continuos ou to o e segmento. 

que no contiene el punto x = O, admit" l as soluciones particulares: 

t 
!/t=:&, 112= -;-

(lo quo su ver ifica fácilmente, sustituyéndolas en la ecuación}. Por tanto, 
su solución general tiene la forma: 

Observación 2. No existen métodos generales que permitan 
hallar en forma finita la solución general de una ecuación diferen
cial lineal con coeficientes variables. Sin embargo, para las ecuacio
nes con coeficientes constantes tal método existe y será expues
to en el párrafo siguiente. En cuanto a las ecuaciones con coeficientes 
variables, en el capítulo XVI ~Series» indicaremos algunos procedi
mientos para encontrar las soluciones aproximadas que satisfagan 
las condiciones iniciales. 
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Por ahora demostremos un teorema que permite hallar la solu
ción general de una ecuación diferencial de segundo orden con coefi
cientes variables, si se conoce una de sus soluciones particulares. 
Este teorema puede ser útil en muchos casos, siempre y cuando se 
logre encontrar directamente o adivinar, por cualquier método, 
una solución particular. 

Teopema 7. Si se conoce una solución particular de una ecuact6n 
lineal homogénea de segundo orden, la búsqueda de la solución general 
se reduce a la integración de funciones. 

Demostración. Sea y1 una solución particular conocida de la 
ecuación 

yw + a,y' + a2y = O. 

Hallemos otra solución particular de la ecuación dada de modo 
que y1 e y2 sean linealmente independientes. Entonces, la solución 
general se expresará mediante la fórmula y = C1y1 + C2y2 , donde 
C1 y C2 son constantes arbitrarias. En virtu d de la fórmula (7) 
(véase la demostración del teorema 4) sa puede escribir: 

, , - S a 1 d.x 
YzYt - 112Yt =Ce 

Así, para determinar y2 tenemos una ecuación lineal de primer 
orden. Integrémosla de la manera siguiente. Dividamos todos los 
términos por y~: 

y;y,- YzY~ = ..!_Ce- S a, dx 

y~ y~ 

ó 

de donde: 

Puesto que buscamos una solución pa1·ticular, poniendo C2 = O, 
e = 1, obtenemos: 

~ 
- S<'< dx 

e 
Y2= Yt ll dx. 

Yt 
(10) 
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'Es evidente, que y1 e y2 son soluciones linealmente independien

tes, puesto que ~ =1= const. y, 
De tal modo, la solución general de la ecuación original tiene 

la forma: 

1 
-~a, dx 

y=C,ys+C2Yt e 2 dx. 
Yt 

Ejemplo 3. Hallar la solución general de la ecuación: 

(1 -x2)y•-2xy· + 2y = 0. 

(11) 

Solución. Directamente se verifica que esta ecuación tiene una solución 
particular y 1 = z. Hallemos la segunda solución particular 112 tal que y, 
e v2 sean linealmente independientes. 

-2..: 
Notemos que en nu&stro caso a1 = ~, en virtud de la fórmula (10) 

obtenemos: 

Por tanto, la solución general tiene la formn: 

v =C1.c+C2 (~ x ln l ! ~:\- 1). 

§ 21. ECUACIONES LINEALES HOMOGENEAS 
DE SEGUNDO ORDEN CON COEPICTENTES CONSTANTES 

Sea la ecuación lineal homogénea de segundo orden 
y • + py' + qy = O, (1) 

donde, p y q son números constantes reales. Según hemos demostrado, 
para hallar la integral general de esta ecuación es suficiente encon
trar dos soluciones particulares linealmente independientes. 

Busquemos las soluciones particulares en la forma 

y= e"x, donde k = const; {2) 
entonces, 

y'= kekX; y"= k2i"'. 
Introduciendo las expresiones obtenidas de las deriva das en 

la ecuación (1), hallamos: 
ek"' (k2 + pk + q) =O. 
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Como e"" ::1= O, resulta que 
k 2 + pk + q = o. (3) 

Por consiguiente, si k satisface a la ecuación (3), efU será solu
ción de la ecuación (1). La (3) se llama ecuación característica respecto 
a la ecuación (1). 

La ecuación caracteristica es una ecuación de segundo orden 
que tiene dos raíces, las cuales designamos por k1 y k2• Entonces 

ks=- ~ + -vp: -q; kz=- ~- -vp: -q. 
Son posibles los casos siguientes: 

J. k 1 y k 2 son números reales y distintos (k1 ::1= k2); 
11. k 1 y kz son números complejos; 

11 1. k1 y k2 son números reales iguales (k1 = k2). 

Examinemos cada caso por separado: 
1. Las raíces de la ecuación característica son reales y distintas: 

k1 =1= k2• En este caso las soluciones particulares serán las funciones 
Yt = eh•"; Y2 = i'•". 

Estas soluciones son linealmente independientes, puesto que 

Y e"•" 
-

2 =-= e'"•-"•1
" ::1= const. 

Yt e"•" 
Por tanto, la integr~;tl general tiene la forma 

y = Cse"'" + C2i'•". 
Ejemplo f . Sea la ocuación 

v· + v'- l!v = o. 
La ecuación característica tiene la forma: 

k1 + k- 2 = o. 
Hallemos las raíces de la ecuar.i6n caractcrlstica: 

k1, 2=-! ±~; k1 = 1, k2 = -2. 

La integral general es 
V = Cse" + Cara:c. 

JI. Las raíces de la ecuación característica son complejas. Puesto 
que las raíces complejas son conjugadas en pares, introduzcamos 
las designaciones: 

don do: 
, ¡--;¡. 

~= V q-~ · 
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Las soluciones particulares se pueden escribir en la forma: 
. Yt = e<a+IB)r; Y2 = e<a-18)% (4) 

Estas son funciones complejas de un argumento real que satisfa
cen la ecuación diferencial (1) (véase § 4, cap. VII). 

Es evidente, que si alguna función compleja del argumento real 
y = u (x) + iv (x} (5) 

satisface la ecuación (1) , a esta ecuación satisfacen también las 
funciones u (x} y v (x). 

En efecto, introduciendo la expresión (5) en la ecuación (1) 
tenemos: 

ó 
lu (x) + tu (x)l'" + p [u (x) + iv (x)J' + q [u (x) + iv (x)l = O 

(r¿" + pu' + qu) + i (u" + pv' + qv) ;;: O. 

Pero una función compleja es nula solamente en el caso en que 
las partes real e imaginaria son iguales a cero, es decir, 

u• + pu' + qu = O, 
v• + pv' + qu = O. 

Hemos demostrado que tt (x) y v (x) son soluciones de la .1cuo
ción dada. 

Escribamos las soluciones complejas (4) en la forma de una suma 
de las partes real e imaginaria: 

y1 = ea" cos f3x + iea:r: sen f3x, 
y2 = ea:r: cos f3x - iea" sen j3x. 

Según lo demostrado las funciones reales siguientes serán las 
soluciones particulares de la ecuación (1): 

Yt =ea" cos f3x. (6') 

Yz = eax sen f3x. (6'') 

Las funciones y; e y2 son linealmente independientes, puesto que: 

y 1 ea" cos f3x 
=-= =cotgf3x::¡o!::const. 
Yz eax sen f3x 

Por tanto, la solución general de la ecuación (1) en el caso en que 
las raíces do la ecuación caractecist ica son complejas, toma la forma: 

- -
y= Ay1 + By2 = Aeaxcos f3x + Beu.:r: sen f3x 

ó 
y= eax (A cos f3x + B sen f3x). 

donde A y B son las constantes arbi t rarias. 
(7) 



Écuaciones lineales homogéneas de segundo o;den 79 

Ejemplo 2. Sea la ecuación 
v· +2v' +Sv=O. 

Hallar la integral general y la solución particular que satisface las condi
ciones iniciales: Yx-o =0, Y~o= 1. 
Construir la gráfica. 

Solución: 1) Escribamos la ecuación característica: 
k~ + 2k + 5 = o, . 

y encontremos sus ralees: 
kl = - 1 + 2i, kt = -1 - 2i. 

Por tanto, la integral general es: 

v = e-x (A cos 2z + B sen 2z). 
2) Hallemos la solución particular que satisface las condiciones ini

ciales dadas y determinemos los vtllores correspondientes do A y B. De la 

!/ 

Fig. 267 

primera condición se deduce; 

O = e-o (A cos 2-0 + B sen 2·0), de donde: A = O. 

Notemos que v' = e-X2B cos 2z- rx B sen 2z. De la segunda condi
ción se deduce: 1 = 2B, 

es decir, B = ~ . 

Pues, la solución particular buscada es: 
1 v= 2 e-x sen 2x. 

La. grá(ica de la solución se muestra en la Ugura 267. 

Ifl. Las rafees de la ecuación caracter ística son reales e iguales, 
es decir, k1 = k2 • Una de las soluciones particulares, a saber, 
y1 = e'<tx, se obtieñe en virtud de los razonamientos precedentes. 
Es preciso encontrar la segunda solución particular, linealmente 



80 Ecuacio~s dlf~,~~lak& 

independiente de la primera (la función el'•" es idénticamente igual 
a eA•", por lo que no puede considerarse como segunda solución 
particular) . 

Busquemos la segundo. solución particular en la. forma: 

Y2 =u (x) eh•", 

donde u (x) es una función desconocida a determinar. 
Derivando, encontramos: 

y;= u' e"•" + k1ueh,x = e111"(u' + k1u), 

y'í = u"e11':r + 2k,u'e11'x + k~~e.lo,.T = e11
'" (u"+ 2k1u' + k~u). 

Sustituyendo las expresiones de las derivadas en lo. ecuación (1), 
obtenemos: 

i'•" [u"+ (2k1 + p} u'+ (k;+ pk1 + q) u]= O. 

Como k1 es una raiz múltiple de la ecuación característica, tene
mos: 

k~+pk1 +q=0 

Además, k1 = k2 = - ~ ó 2k1 = - p. 2k1+p=0. 

Por tanto, para hallar u (x), hace falta resolver la ecuación 
e~t"¡t"=O 6 u" = O. Jntegrando, obtenemos: u=Ax+B. En parti
cular, se puede poner A= 1, B = O; entonces, u= x. Asi, en cali
dad de segunda solución particular se puede tomar: 

Yz=xi•". 
Esta ecuación es linealmente independiente de la primera, 

puesto que ~ = x !¡á coost. 
!lt 

Por tanto, como integral general se puede tomar la función: 

y= C,~•" + CzXe"'" = e"•" (C, + CzX). 
Ejemplo 3. Sea la ecuación 

v·- 4v' + 4v ... o. 
La ecuación catact.eris\ica es k1 - 4k + 4 =- O. Encont.remos sus nices 

k1 = kt = 2. La integral general es: 
V= C1eZ><+ C2r~:¡x. 

f 22. ECUACIONES LINEALES fiOMOGENEAS 
DE N- ESlMO ORDEN CON COEFICIENTES CONSTANTES 

Examinemos una ecuación linea.! homogénea de n~ésimo orden: 

y(nl + a 1yCn-ll + ... + a,. y= O. (1) 
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Supongamos que a11 a2 , • • • , a,. son las constantes. Antes de 
indicar un método de resolver la ecuación (1) introduzcamos una 
definición que será útil más adelante. 

Definición 1. Si para todos los x del segmento [a, b) se verifica 
la igualdad 

IPn (x) = A1q>1 (x) + A2q>2 (x) + •.• + An-tCJin-t (x), 

donde A 11 A 2 , ••• , An son constantes, de las cuales por lo menos 
una no es igual a cero, suele decirse que q>n (x) es una. combinaci6n 
lineal de las funciones q>1 (x), q>2 {x), . .. , cpn-t (x). 

Definición 2. n funciones q>1 (z), q>2 (x), ... , q>n-t (z), q>n (x) 
se llaman linealmente independientes, si ninguna de ellas puede ser 
representada como combinación lineal de las otras. 

Observación t. De estas definiciones se deduce que si las fun
ciones cp1 (x), q>2 (x), ... , q>n (x) son linealmente dependientes, 
entonces existen las constantes C11 C2 , •• • , Cn de las cuales por 
lo menos una no es igual a cero. Estas constantes son tales que para 
todos los x del segmento [a, b] se cumple la identidad: 

C¡q>t (x) + C21P2 {x) + ••. + Cnq>n (x) = O. 
Eje01plos: · · 
t. Las funciones y 1=eX, Y2=e"', y3 =3e:c son linealmente dependientes, 

puesto que para C1 = 1, C2 =0, C3 =-! se verifica la identidad: 

C 1e"'+C~Zx+C33e"' :=O. 

. 2. Las funci ones y1 = 1, vz = z, y8 ;= :c2 son linealmente independien
tes, puesto que no se puede anular la expresión 

e¡· t + e2z+ Caz2 

cualesquiera que sean e,, e2. e,, siempre cuando no son simultáneamente 
iguales a cero. 

3. Las funciones · 

y1= e111.r; Y2=e""'• •.. , Yn= e"-n.r, . .. , dondek1, k2, ... , kn, . .. 

son números arbitrarios y linealmente independientes. (Demos esta afirmación 
sin demostración). 

Pasemos, ahora, a la solución de la ecuación (1). Para esta ecua
ción es válido el teorema siguiente. 

Teorema. Si las funciones Y t. y 2 , ••• , Yn son soluciones lineal
mente independientes de la ecuación (1), su solución general es: 

y= CtYt + C2Y2 + .. . + Cny,. , 12) 

donde eh . . . • en son constantes arbttrarias. 
8-536 
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Si los coeficientes de la OC\lación (1) son constantes, la solución 
general se haJia del mismo modo como eo el caso de la ecuación 
de segundo orden. 

1) Formemos la ecuación caractí'rística: 

kn + a 1kn-s + a-;.k" 2 + ... + (/.n =O. 

2) llallemos las raíces de la ecuación caractcrís\.ica.: 
k 1, le ., ... , kn. 

3) Según el carácter de las raíces, cscl'ibamos las soluciouus 
purticulaJ·es. linealmente independientes, partiendo de lo siguientr: 

a) a toda raíz real simple k corresponde una solucióu panicu 
lar e'"'; 

b) a todo par de raíces complejas conjugadas kn• = a + i~ 
y k'21 = a - i~, corresponden dos soluciones particulares: e= cos ~x 
y &"sen ~x; 

e) a toda1·aíz real k.de multiplicidad r corresponden r soluciones 
particulares linealmente independientes: 

i", xe"", ... , x'- 1e1
""; 

d) o todo par de raíces complejas conjugadas de rnn ltiplicidad 
f..l : k111 = a + i~, k<21 = a - i~, CCII"respon deu 2 ~t soluciones par
ticulares: 

eo."cos j3x, xea"cos ~x •... , .:r''- 1ea"'cos Px. 
ea" sen ~x. :tea." son ~x .... , x''- 1e,..."' sen ~x. 

El número de estas soluciones particulares es igual al grado 
de la ecuación cancterística (es decir, al orden de la ecuación dife
rencial dada). Se puede demostrar que estas soluciones son lineal
mento independientes. 

4) Al encontrar n soluciones particulares linealmente indepen
dientes y1, y2 , •• • , Yn• formemos la solución general de la ecua
ción lineal dada: 

y = e tYt + ezYz + ... + enYn, 
donde e,, C2 , •• • , en son las coustantes arbitrarias. 

EJemplo 4. Hallar la solución gc>neral de In ecuación 
ylV_l/ = 0. 

Solución. Formemos la ecuación caracteristica 

k4- 1 =o. 
Hallemos lllll raíces de esta ecuación 

k,= 1, k:= -t, k, = t , k,= -t. 

La integral general e.s: 

V = C1e" + Ctr" + A cos: + B sen z, 

donde C1, C2, A , B son constantes arbitrarias. 
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Observación 2. De lo expuesto so deduce que toda la dificultad 
para resolver una ecuación diferencial homogénea con coeficientes 
constantes consiste en la resolución de la ecuación característica 
correspondiente. 

§ 2:-1. ECUACIONES LINEALES NO HOMOGENEAS 
DE SEGUNDO ORDEN 

Sea uha ecuación lineal no homogénea de segundo orden 

YN + o.,y' + 0.2Y = f (x}. (1) 

La estructura de la solución general de tal ecuación (1) se deter
minará por el teorema siguiente: 

Teorema 1. La. solución general de la. ecua.ci6n no homogénea (1) 
se representa. como suma. de cua.lqltier solución particular y• 
de esta ecua.ción y de la solltcí6n general y de la. ecua.ci6n homogénea 
correspondiente 

ii" + a,y' + a2y =O. (2) 

Demostración . Es preciso dcmostl'al' que la suma 

Y= t/ + y* (3) 
es la solu ción genera l de la ecuación (1). 

Demostremos primeramente que la función (3) es un11 solución 
de la ccucación (1). 

Sustituyendo la suma y + y• en la ecuación (1), en lugar de y, 
tenemos: 

ó 

(y"+ a,ii' + a2Ífl + (y., + a,y . , + a2y *) = 1 (x). (4) 

Como ?7 es una solución de la ecuación (2) , la expresión encerrada 
en el pl'imer paréntesis es idénticamente igual a cero. Como y• es 
una solución de la ecuación (1), la expresión encerrada en el segundo 
par~n t.es i s es igual a 1 (x). Por tanto, la igualdad (4) es una identidad, 
quedándose demostrada la primera parte del teorema. 

Demostremos, ahora, que la expresión (3} es la solución general 
de la ecuación (1), es decir, que se pueden elegir las constantes 
arbitradas que la integran de modo que se satisfagan las condiciones 
ini ciniPs: 

(5) 
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cualesquiera que sean x0 , y0 e y~ (siempre y cuando x0 se toma en el 
dominio donde las funciones a1, a2 y f (x) son continuas). 

Notemos que ij se puede escribir en la forma: 

y= C,y, + G'zY2. 
donde y1 e y2 son dos soluciones linealmente independientes de la 
ecuación (2); y C1, Cz son constantes arbitrarias. La ecuación (3) 
se puede presentar en la forma: 

y = C,yt + C2Y2 + y•. (3') 
En virtud de las condiciones (5), tenemos•): 

CtYto + CzY2o + Y;= Yo· 
C,y'IO + C2YÍo +y~'= Y~. 

De este sistema de ecuaciones es preciso determinar C 1 y C2 • 

Escribamos el sistema en la forma: 

CtYto -1- C2Y2o = Yo- Y~. } (6) 
C,y;o + C~YÍo = Y~- y~: 

Notemos que el determinante de este sistema es el Wronskiano de 
las funciones y, e y2 en el punto x = xo . Puesto que, según la hipó
tesis, estas funciones son linealmente independientes, el Wronskiano 
no puede ser nulo. Por consiguiente, el sistema (6) tiene una solu
ción bien determinada, C1 y C2 , es decir, existen los valores e, y C2 
tales que la fórmula (3) determina la solución de la ecuación (1) 
que satisface las condiciones iniciales dadas. El teorema queda 
completamente demostrado. 

Se puede concluir, pues, que si se conoce la solución general f¡ 
de la ecuación homogénea (2), la tat·ea principal durante la inte
gración de una ecuación no homogénea (1) consiste en la búsqueda de 
una solución particular cualquiera y• de la última. 

I ndiquemos un método general para hallar las soluciones parti
culares de una ecuación no homogénea. 

Método de variación de constantes arbitrarias. Escribamos la 
solución general de la '3Cuación homogénea (2): 

y = CsYt + C2Y2· (7) 
Busquemos una solución particular de la ecuación no homogé

nea (1) en la forma (7), considerando Cs y C2 corno funciones de x, 
las que es preciso determinar. 

Derivemos la igualdad (7): 

y' =C,y~ + C2YÍ + C;y, + Cíyz. 

•) Aqui, Lito• Y%0• vt. !lÍo• YÍo• v:· son los valores numéricos de las funciones 
Vt• ¡¡,, ¡¡•, IIÍ• ¡¡¡, v•' cuando z = :z:o . 
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Elijamos las funciones C1 y C2 de modo que se verefique la 
igualdad 

C'tYt + C'íY2 = O. (8) 
Tomando en consideración esta condición adicional, la primera 

d<>rivada y' toma la forma: 

y' = Csy~ + Czy;. 
Derivando esta expresión, hallamos y": 

y··= CtY~ + C2Yz + Cíy~ + C;y;. 

Introduciendo y, y', y" en la ecuación (1), obtenemos: 

Cty~ + C2Y'í + C~y¡ + Cíyí +as (C,y¡ + C,y;) + 
+ a2 (C,y, + C2Yz) = 1 (x} 

ó 

Cs (y'(+ aty~ + a2y,) + C2(Y'í + atYÍ + a2Jiv + c;y¡ + Cíyí = 1 (x). 
Las expresiones encerradas eutre los dos primeroiJ paréntesis 

se reducen a cero, puesto que y 1 e y 2 son las soluciones de la ecuación 
homogénea. Por consiguiente, la última ecuación toma la forma: 

C'tyí + C'2.!12 = 1 (x). (Y) 
Asi, la función (7) es una solución de la ecuación (1), no homo

génea, cuando las funciones C1 y C2 satisfacen al sistema de ecua
ciones (8) y (9), es decir, si 

CíYs + C.:~!h = O, 
Como el determinante de este sistema es un Wronskiano de las 

funciones linealmente independientes y1 e y 2, éste no es nulo; por 
tanto, resolviendo el sistema, hallemos e~ y e; como funciones 
determinadas de x: 

e;= q>, (x}, 
Integrando tenemos: 

C,= S q>,(x)dx+C,; 

e; = q>z (x}. 

donde Cs y l\ son las constantes de integración. 
Introduciendo la:; expresiones obtenidas de C 1 y C2 en la igual

dad (7) hallemos una integral dependiente de dos constantes arbi
trarias C1 y C2 , es decir, la solución general de la ecuación no homo
génea•) . 

• ) Al hacer C, '- C2 '"' O, obtendremos una solución particular de la 
ecuación (1). 
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Ejemplo. Hallar la solución general de la ecuación 

• y' 
!1 --=x. 

X 

Solución. Hallemos la solución general de la ecuación homogénea: 

" y' y - - =0. 
X 

y• 1 
Como-, = -, tenemos lnu' = ln.r+ lnc; y'=c'l:; así : 

y % 

u=C1xZ + C2. 

Para que esta expresión sea la solución de la ecuación dada, es preciso 
determinar C¡ y c2 como funciones de X del sistema 

CizZ+C2·1 = 0, 2C;x + C:i ·D=x. 

Resolviendo este sistema encontramos: 

C
. 1 
t=;r · 

de donde, por integración, obtenemos: 

x - z3 -. 
C1 =T+C1, C2=-6 -I-Cz. 

Introduciendo las funciones hallada11 en la fórmula ¡t=C1x2+C3 , obte
nemos la solución general do una ecuacio)n no homogénea: 

- ., ,... :r.3 ;r3 
y = C,x· + C2 +T-6 

• - - x3 - -o y= C1x2 +C2+ T. donde C1 y t:2 8011 constautes arbitrarias. 

Para buscar las soluciones particulares, se puede ntilizar el 
siguiente teorema. 

Teorema 2. Sea una ecuación no homogénea 

(10) 

ta.l que su segundo miembro es la suma de do:; funciones ft (x) y /z (x) . 
Si y1 es una solución particular de la ecuación 

y" + a,y' + a2y = j, (x) , (11) 

e y2 , una solución particular de la ecuación 

y" + a,y' + a.¿ y = f z (x) , (12) 

entoru:es, y 1 + y2 es una soluci6n particular•) de La ecuación (10). 

• ) Eviden~emenle, el teorema correspondiente es válido para cualquier 
D.úmero do sumandos del segundo miembro. 
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Demostración . Introduciendo la expresión y1 + y 2 en la ecua
ción (10), obtenemos: 

(Ys + Y2)" + a1 (Yt + YzY + az (YI + Y2) = /s (x) + !2 (x) 
ó 

(y;+ asYÍ + a2Y1) + (y:¡+ a¡y; + ~y.JJ = /1 (x) + /2 (x). (13) 
De las igualdades (11) y (12) se deduce que (13) es una identidad. 

El teorema queda demostrado. 

§ 2~. ECUACIONES LINEALES NO BOMOGENEAS 
DE SEGUNDO ORDEN CON COEFICIENTES CONSTANTES 

Sea la ecuación diferencial 

y" + py' + qy = f (x), 
donde p y q son números reales. 

(1) 

En el párrafo anterior hemos dado un método general para ·hallar 
las soluciones de las ecuaciones no homogéneas. Si la ecuación tiene 
coeficientes constantes, a veces, es más fácil hall ar una solución 
particular, sin recurrir a la integración. Examinemos algunas varian
tes que se utilizan para resolver la ecuación (1) . 

1. Supongamos que el sogundo miembro de la ecuación (1) sea 
el producto de una función exponencial por un polinomio, que tiene 
la forma: 

f (x) = P n (x) ea.x, (2) 
donde Pn (x) es un polinomio de n-ésimo grado. Entonces son posi
bles los siguientes casos particulares: 

a) El número a no es una raíz de la ecuación característica 

k 2 + pk + q =O. 
Eo este caso, es preciso hallar la solución particular en la forma: 

y*=(Aoxn+Atx"-1 + ... +An)ea.x=Qn(x)ea.x. (3) 

En efecto, introduciendo y• en la ecuación (1), y reduciendo 
todos los términos por ea.x, tenemos: 

Q~ (x) + (2cx + p) Q~ (x) + (cx2 + pa + q) On (X)= P n (x). (4) 

On (x) es un polinomio de n-ésimo grado, Q~ (x) es un polinomio 
de (n- 1)-ésimo grado: Q';. (x), es de (n - 2)-ésimo grado. Por 
consiguiente, a la derecha y a La izquierda del signo de igualdad 
se hallan polinomios de n-ésimo grado. Igualando Jos coeficientes 
de las mismas potencias de x (el número de los coeficientes descono
cidos es igual a n + 1), obtenemos un sistema de n + 1 ecuaciones 
para determinar los coeficientes A 0 , A 11 A 2 , ••• , A,.. 
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b) El número a es una raíz simple de la ecuación característica. 
Si procuramos hallar una solución particular en la forma (3), 

obtenemos en el primer miembro de la igualdad (4) un polinomio de 
(n - t ) - ésimo grado, puesto que el coeficiente de Qn (x), es decir, 
a' + pa + q, es nulo y los polinomios Q~ (x) y Q;. (x) son de gt·ados 
inferiores a n. Por consiguiente, la igualdad (4) no puede ser una 
identidad cualesquiera que sean A 0 , A~o ... , An. Por esto, en el 
caso examinado busquemos la solución particular, en la forma de 
un polinomio de (n + 1)-ésimo grado sin término absoluto (puesto 
que éste se elimina durante la derivación)*): y• = xQn (x) e•u. 

e) a es una raíz doble de la ecuación característica. Entonces, 
al ser sustituida la función Qn (x) tfU en la ecuación diferencial, 
el grado de polinomio disminuye en dos unidades. En efecto, si 
a es una raíz de la ecuación característica, tenemos: a2 + pa + q = O; 
además, puesto que a es una raiz doble, tenemos 2n = -p (según 
el teorema de álgebra elemental, la suma de las raíces de la ecuación 
de segundo grado reducida es igual al coeficiente del término desco
nocido de primero grado tomado con signo contrario). Por eso, 
2a + p = O. 

Por consiguiente, en el primer miembro de la igualdad (4) queda 
Q;, (x), os decir, un polinomio de (n - 2)-ésimo grado. Para obte
ner como resultado de la sustitución, un polinomio de n-ésimo grado, 
es preciso buscar una solución pArticular en la forma de producto 
de e«x por un polinomio de (n + 2)-ésimo grado. Entonces, el tér
mino absoluto de este polinomio y el término de primer grado se 
eliminan durante la derivación. Por esto, se pueden omitir en la 
solución particular. 

Asi, cuando a es una raíz doble de la ecuación característica, 
se puede tomar una solución particular en la forma: 

y• = :l'Qn (x) e~x. 
Bjemplo t. llallar la solución general de la ecuación 

v·+4v' + 3v = z. 
Solución. La solución general de la ecuación homogénea correspondiente es: 

g = C1e-x + C1e-3X. 

Como el segundo miembro do la ecuación no homogénea tiene Jo ronna 
zeOX, (es decir, la forma P 1 (z) tox), y O no es rait de la ecuación carocterist ica 
lc'+ 4k+3 =0, busquemos una solución particular en la forma v• = Q1 (z} ,ox, 
es decir, haremos: 

v• = Aoz.+ As. 
Introduciendo esta expl'CSión en la ecuación dada, tenemos: 

4A0 + 3 (Aoz + As) = z. 

• ) Notemos que todos los r~ultados expuestos arriba son válidos t~mb!én 
cuando a es un número comple¡~ (esto se de~uce d.e 18.1! reglas de dertvac•6n 
de la función ernx, donde m es un numero comple¡o arb1trar1o; véase§ 4, cap. VII). 



Igualando los coeflcientee de las millmu potencias de z, obtenemoe: 

3Ao = i , 4Ao+ 3Ai = O, 
de donde: 

Por consiguiente, 
1 4 

v•=3•-9· 

La eolución general 11 -~+ 11• aed: 
1 4 v-C,e-"+C:ze-•"+Tz-9 . 

Ejemplo 2. Hallar la solución general de la ecuación 

11' + 9v = (z' + i) e•". 

89 

Solue16o: La solución general do la ecuación homog,nea se halla f!cilmente: 

V-= el cos 3z + Ca sen 3%. 

El segundo miembro de la ecuación dada, (:z:2 + 1) e3" tiene la forma: 
P 2 (z) el". 

Como el ~oeficiente 3 en el exponente de potencia no ea raíz de la ecuación 
caracteristica, busquemos una solución particular de la forma: 

v• = Qz (z) eS>C ó 11• = (Az' + 8z+ C) eS%. 

Introduciendo esta expresión en la ecuación diferencial, tenemos: 

[9 (A%'+ 8z + C) + 6 (2Az + 8) + 2A + 9 (Az1 + 8z + C) )e'" = 

= (z1 + i) •"'· 

Reduciendo ambos miembros por e'" e igualando los coeficientes de las 
ml.smaa potencias de z, obtenemos: 

iBA = 1, 12A + 188 = O, 2A + 68 + 18C = 1, 

de donde: A=~; 8= -.;, ; C=~ . Por consiguiente. la solución particular es: 

g• = { 1~ zS- 217 z+ ~)eS% 
y la solución general, 

v= C1cos3z+C2sen 3zo + ( 1~ z-1- : 7 z+ ~) e3". 

Ejemplo 3. Hallar la solución de la ecuación: 

11' - 7g' + 611 = (z- - 2) r. 
Solue16o. El segundo miembro de la ecuación t iene la forma P 1 (z) e1· "; 

donde el coeficiente 1 del exponente ea raíz simple de un polinomio caracteris
tlco. Por tanto, busquemos una solución particular de la forma y• = :rQ1 (:z:) r 6 

v• = z (Az + 8) r; 
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poniendo esta expresión on la ecuación, tt>nemos: 

6 

[(Ax3 + B:c) + (4Ax + 28) -1- 2A - 7 (A.e2 + Bx) - 1(2Ax -1- B) + 
+ 6 (Ax9 + /Jx) [e:r ~ (z - 2) eX 

(-10.-lx- 58 + 2A) e:r = (x- 2) ex. 

Igualando los coeficientes de las misma~ potencias do x obtenemos: 

- 10A .:: 1, - 58 -j- 211 = 2, 

de donde: A = - 1~ , /l = 2~ . Por tanto, la solución particular es: 

y* = x ( - 110 x+ 295 ) e>', 

y la solución general: 

y = C1.:GX+C2.:"'+ :r (--N x+ 2qs ) e". 

ll. Supongamos que el segundo miembro tieu, la forma: 

f (.x) = P (x) ea." coa Px + Q (x) ea." scrJ Px. (5) 

donde P (x) y Q (x) son polinomios. 
Se puede analizar este caso mediante el J rocedimiento usado 

anteriormente, -pasando de las funciones trigonométricas a las 
exponenciales. 

Sustituyendo cos px y sen px por sus funcioues exponenciales, 
según las fórmulas de Euler (véase § 5 cap. VII) obtenemos: 

elllx + e- iflx e'Jlx _ e-Hlx 
1 (x) = P (x) ea.x + Q (x) eax :....._ _ _:___ 

2 2i 

ó 

1 (x) = [ ; P (x) + :i Q (x) J e<a +lfll.~ + 

+ [; p (x) - :i Q (x) J e<a.-16lx. (6) 

Entre corchetes se encuentran los polinomios cuyos grados 
son iguales al grado superior de P (x) y Q (x). Resulta que hemos. 
obtenido el segundo miembro de la forma tal, como en el caso l. 

Es posible demostrar (aunque lo admitamos sin demostración) 
que se pueden hallar soluciones pa¡·ticulares que no contengan 
números complejos. 

Por consiguiente, si el segundo miembro de la ecuación (1) 
tiene la forma 

1 (.x) = P (x) ea"' cos Px + Q (x} ea.x sen ~x, (7) 
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donde P (x) y Q (x) son polinomios de x, la solución particular se 
determina asi: 

a) si número a + i~ no es una raíz de la ecuación característica, 
es preciso buscar una solución particular de la ecuación (1) en l a 
forma: 

y*= u (x) ea.x cos ~X + V (.x) rl( sen ~x. (8) 

donde, U (x) y V (x) son polinomios cuyo grado es igual al grado 
superior de los polinomios P (x) y Q (x); 

b) si el número a + i~ es una raiz de la ecuación caracteristica , 
una solución particu1ar adquiere la forma: 

y*= x [U (x) ea." cos ~x + V (x) ea." sen ~x ]. (9) 

Para evitar errores eventuales notemos que las formas indicadas 
de las soluciones particulares (8) y (9) son válidas también, evidente
mente, cuando en el segundo miembro de la ecuación (1) uno de 
los polinomios P (x) y Q (x) es idénticamente igual a cero, es decir, 
cuando el segundo miembro es de la forma: 

P (x) ea."cos ~x ó Q (x) e'"" sen ~.r. 

Consideremos, ahora, un importante caso particular. Supongamos 
que el segundo miembro de una ecuación lineal de segundo orden es: 

f (x) = M cos ~x+ N sen ~x. (7') 

donde, 111 y N son la;; constantes. 
a) Si ~i no es una raíz de l a ecuación característica, busquemos 

una solución particular de la forma: 

y* = A cos ~x + B sen ~x. (8') 

b) Si ~i es una raíz de la ecuación característica, busquemos una 
solución part icular de la forma: 

y* = x (A cos ~x + B sen ~x). (9') 

Notemos que la func ión (7') es un caso particular de la función (7) 
(P (x) = M, Q (x) = N, a = O); las fu nciones (8') y (9') son casos 
particulares de las funciones (8) y (9). 

E jemplo 4. Hallar la integral general ele la ecuación lineal no homogénea 

y· + 2y' + Su -= 2 cos :r. 

Solución . La ecuación característica 

k2 + 2k + 5 = o 
tiene las raíces: k 1 = - 1 + 2i; k2 = - 1 - 2i. Por eso, la integral geMral 
de la ecuación homogénea correspondiente es: 

y = r"' (C1 cos 2:r + C2 sen 2~). 
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Busquemos una solución particular de la ecuación no homog\Snea de la 
forma: 

v• = A cos :r + B se:1 :r, 

donde, A y B son l os coeficientes constantes a determinar. Introduciendo v• 
en la ecuación dada, ten()lllos: 

-A cos :r - B sen :r + 2 (-A seo z + B cos :r) + 
+ 5 (A cos z + B sen :r) = 2 cos :r. 

Igualando los coeficientes de cos :r y sen z, obtenemos dos ecuaciones para 
de~rminar A y B: 

de donde 
-A + 2B + 5A = 2; - B - 2A + 5B = 0, 

. 2 1 
A=s; B=r;. 

La solución general de la ecuación dada es: v=v+v•, es decir , 
1 i v=r" (C1 cos2:r+C2 se.n 2:r)+r; cosx+10 sen x. 

EJemplo 5. Hallar la soluc.i6n de la ecuación 

v · + 4y = cos 2x. 

Solución. Las raíces de la ecuación característica son: k 1 = 2i, k 2 = - 2i; 
por tanto, la solución general de la ecuación homogénea tiene la forma: 

¡¡ = C1 cos 2x + C3 sen 2x. 

Busquemos una solución particular de la ecuación no homogénea de la forma: 

Entonces, 
y• = x (A cos 2x + B sen 2x). 

y• ' = 2:~: (-A sen 2x + B cos 2z) + (A cos 2z + B sen 2z), . 
v• • = -4.% (-A cos 2z - B sen 2x) + 4 (-A sen 2:r + B cos 2z). 

\ ntroduciendn estas expresiones de las detivadas en la ecuaci6n dada e 
igualando los coeficientes de coe 2z y sen 2x, obtenemos un sistema de ecuacio
nes para determinar A y B: 

4B = 1; - 4A = O, 

de donde A = O; B = +. P ues, la integral general de la ecuación dada es: 

v·=Ct cos 2z +C2 sen2x+i-zsen 2:r. 

Ejemplo 6. Hallar la solución de la ecuación 

v• - v = 3e1x cos :r. 

Solución. El segundo miembro de la ecuación tiene la forma: 

f (z) = e1" (M cos z + N sen z), 

siendo M = 3 y N = O. Las raíces de la ecuación caracteriljtica le1 - 1 = O 
son: le1 = 1, le1 = -1. La solución general de la ecuación homogénea es: 

U=Cse"+Cze-". 
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Como el número ~ + t~ = 2 + 1· i no es raiz d<: la ecuación caracterutiea, 
busquemos ·una solución particular de la forma: v• = e2"' (A cos z + B sen z). 

Poniendo esta expresión en la ecuación y efectuando la reducción de loe 
términos semejantes, obtenemos: 

(2A + 4B) e1"' coe z + ( -4A + 2B) e2"' sen z ;= 3e24C cos z. 

Igualando los coeficientes de cos z y sen z , tenemos: 

2A + 41J = 3, -4A + 2B = 0. 

De donde: A= 1~ ; D ==' ~ . Por consiguiente, l a solución particular es: 

v• =e"' ( 1
3
0 cos x + ~ sen x) , 

y la general, 

§ 25. ECUACIONES LINEALES NO HO.MOGENE.AS 
DE ORDENES SUPERIORES 

Sea la ecuación 

y(n ) + aly(n-11 + ... + any = f (x), (1) 

donde, a., a 2 , ••• , a.,., f (x) son funciones continuas de x (o cons
tantes). 

Supongamos que se conoce la solución general: 

fi = CtYt + C2Y2 + ... + CnYn (2) 

de la ecuación homogénea: 

YCnl + a¡y<n- tl + ~ycn-21 + . . . + any = 0. (3) 

Igual que en el caso de la ecuación de segundo orden, para la 
ecuación (1) es válido el siguiente teorema: 

Teorema . Si fj es la solución general de la ecuación homogénea (3), 
e y* es una solución partic·!lar de la ecuación no homogénea (1), entonces 

y = y+ y• 

es la solución general de la ecuación no homogénea. 
Asi, análogamente al caso de la ecuación de segundo orden, 

la integración de la ecuación (1) se reduce a la búsqueda de una solu
ción particular de la ecuación no homogénea. · 

Igual que para la ecuación de segundo orden, se puede encontrar 
una solución particular de la ecuación (1) por el método de la varia
ción de las constantes arbitrarias, suponiendo que en la expresión (2) 
eh c2, . .. , Cn son las funciones de X. 
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Formemos el sistema de ecuaciones (comparar § 23}: 

C~Ys + Cí!h + + C~y,. =0, ) 

C~y~ + Cíyí + + C~y',. =0, 
(4) 

C~y~"-2> + e;y~n-al + ... + e~y~n -z) =O, 

C',y~n- r> + e;y~n-n + ... + C~y~n- r> = l (x). 

Este sistema de ecuaciones, con funciones desconocidas e~. C~ • ... 
. . . , e;,, tiene soluciones bien determinadas. (El determinante de 
los coeficientes do e;, e~, ... , eñ, es el Wronskiano compuesto 
por las soluciones particulares y1, y2 , ••• , Yn de la ecuación homo
génea y como, según la hipótesis, estas soluciones particulares son 
linealmente independientes, el Wronskiano es distinto de cero). 

Así, el sistema (4) puede ser resuelLo respecto a las funciones 
e;,e; , ...• e~. Después de hallar estas funciones e integrarlas, 
obtenemos: 

e,= S Cídx +él; Cz= S C';dx +Cz; ... ; Cn =S e~ clx + Cn. 

donde e, c2, ... , e" son las constantes de integración. 
Demostremos que en este caso la expresión 

y* = e,y, + e2Y2 + ... + enYn (5) 
es la solución general de la ecuación no homogénea (1). 

Derivemos n veces la expresión (5), tomando cada vez en con
sideración las iguAldades (4}; entonces tenemos: 

y• =C,y, + e2Yz + C3y + + CnYn. 

y"' =C,y~ + C2YÍ + C3Ya + + C,.y',., 

y•(n-tl = e,y~n- 1) + Czy~n- t) + ... + Cny<;:- t>, 

y •en> = C,y~nl + C2y~n> + · · · + C nY~n> + 1 (x). 
Multiplicando los términos de la primera ecuación por a,., los 

de la segunda, por a...-11 ••• , y, finalmente, los de la penúltima 
ecuación por a1 y sumando, obtenemos: 

y•Cn>+aly•cn-1>+ ··• +a,y• =l(x), 

puesto que y1 , y 2 , ••• , Yn son las soluciones particulares de la 
ecuación homogénea y, por consiguiente, son nulas las sumas de 
los términos por columnas. 

Por consiguiente, la función y* = C,y, + ... + enYn [donde 
C1 , .•. , Cn son las funciones de x, determinadas de las ecuacio-
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nes (4}1 es una solución de la ecuación no homogénea (1), y, como 
la solución depende de n constantes arbi trarias c .. C2 , ••• , Cn, 
ésta es también la solución general. 

E l teorema queda demostrado. 
A veces, se puede hallar más fácil las soluciones particulares 

de una ecuación no homogénea de orden superior con coeficientes 
constantes (§ 24). So usan siguicutes procedimientos: 

1. Supongamos que el s~gundo miembro de la ecuación dife
Tencial sea una función f (x) = P (x) ea·v, donde P (x) es un poli
nomio de :r. Es preciso dislinguir dos casos: 

a) si a no es una raí1. de la ecuRción caracteristica, busquemos 
una solución particular de la furm;-~: 

!J * = Q (.r) lL>'' 
don de Q (x) es un polinomio del mismo grndu que P (x), pero con 
coeficientes indetermin ados; 

b} si a es uua rníz de mu lt.iplicidad ¡.t. de la ecuación característi
ca, busqmJmos un;.~ soh1ciún ¡•al'ticular de la ocuación no homogénea 
de la forma: 

y"'= x''Q (:t) c(l.x, 

dond e Q (x) es tlll polinomio del mis mo grado que P (x). 
11. Supongamos que t·l segundo mi embro du In cc~uación es de la 

forma: 
f (:e) =- M cos ~x + N sen ~x, 

donde M y N son números constantes. Entour<'S, la fo l'lnO"l de la 
solución particular se define del modo siguieut c: 

a) si ~i no es \IDa raíz de la ecu11ción caracterísLica, la solución 
particular es de la forma: 

y* = A cos ~x + B s:en [h, 

donde A y B son coefici entes constantes indetet·minados; 
b} si ~i es una raíz de la ecuación caraclei'Ís t.ica <le multiplicidad 

f.l. , entonces: 
y• = :r" (A c.o.« ~J' + /J sen ~.r) . 

111. Sea 

f (x ) = fJ (x) e"'x cos ~3· + Q (:r) l'" sen ~x. 

donde, P (x) y Q (x) son polinomios de x. Entonces: 
a) si a + [3i no es un(l raíz del polinomio característico, busque

mos una solución particular de la forma: 

y*= U (.r) ea x cus ~x + V (x) e""" sen ~x, 
donde U (x) y tr {x) son polinomios cuyo grado es igual al grado 
superior de los polinomi os P(x) y Q (x); 
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b) si a + ~i es una raíz de multiplicidad ~ del polinomio carac
teristico, busquemos una solución particular de la forma: 

y • = x" [U (x) ea." cos·~x + V (x) ea." sen ~x], 

donde U (x) y V (x) tienen el mismo significado que en el caso a). 
Observación general respecto a los casos II y 111. Si en el segundo 

miembro de la ecuación se halla una expresión que contenga sólo 
cos ~x 6 sen ~x. es preciso buscar una solución de la forma indicada 
arriba, es decir, con un seno y un coseno. En otras palabras, del 
hecho de que el segundo miembro no contenga cos ~x 6 sen ~.x de 
ninguna manera se deduce que la solución particular de la ecuación 
no contiene estas funciones. Podemos convencernos de lo último, 
examinando los ejemplos 4, 5, 6 del párrafo anterior, así como el 
ejemplo 2 del párrafo presente. 

Ejemplo 1. Hallar la solución general de la ecuación 

1/Iv -v=z3+ t. 

Sol ución. Las raíces de la ecuación caracterlstica k' - 1 = O son: 

k, = 1, k2 = - 1, k3 = i, k. = - 1. 

Hallemos la solución general de la ecuación homogfnea (véase el ejem
plo 4 § 22): 

D=C1e"+ C2e-"-f- C3 cos x+C, sen x. 

Busquemos una solución particular de la ecuación no homogénea de la fo~a: 

¡¡• = Ao:t8 + A 1z2 + A2z + A a. 

Derivando ¡¡• cuatro veces e introduciendo las expresiones obtenjdas en 
l a ecuaci6ll dada, tenemos: 

-A0z3- A 1z 2 - Azx - A 3 = z3 + 1. 

Igualemos los coeficientes de las mismas potencias de z: 

-A0 = 1; -A¡ =O; -A2= 0; -A3 = 1. 
Por tanto, 

11•= -zs-1. 

Hallemos la integral general de la ecuación no homogénea según la fór
mula: v~U+y•, es decir, 

v=C1e.>:+ C2r"'+C3cos z+C, sen z -:-zS -1. 

Ejemplo 2. Hallar la solución de la ecuación 

1/IV -g = 5 COS %. 

Solución. Las raíces de la ecuación característica k4 - 1 =O son: k1 o= 1 , 
ks = -1, ·k1 = t, k, = -t. Por tanto, la solución general de l a ecuación 
homogénea correspondiente es: 

U= C1ex+C2r"+C3 cos :t+C, sen x . 
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Luego, el segUJldo miembro de la ecuación oo homogénea dada ~iene la 
forma: 

/(~)=M cos :r + N seo~. 
donde M = 5, N := O. 

Como L es una raiz simple de la ecuación caracterís tica, busquemos una 
solución particular de la forJlla: 

v• = z: (A cos z: + B sen .s) . 

Introduciendo esta expresión en la ecuación, hallamos: 

de donde 
4A son z: - 4B cos z: cz 5 cos z, 

5 
ó, A = O, B=--¡-. 

4A = O, -ltB = 5, 

Ln solución particular de la ecuación diferencia l dada es , entonces: 

5 
v• = - -¡-:rsenz, 

y la solución generRI es: 

§ 26. ECUACION DIFERENCIAL DE OSCILACIONES MECA NICAS 

El objet.o del p:írrn[o presente y de los siguient.es es el estudio 
de un problema de la mecánica aplicada con ayuda de las ecuaciones 
diferenciales lineales. 

Supongamos que una ca1·ga de masa Q reposa sobre un resorte 
elástico (fig. 268). Designemos por y la desviación de la car·ga de 

Ftg. 268 

su postcton de equilibrio. Consideremos la desviación l1acia abajo 
como positiva y hacia arriba, como negativa. En la posición de 
equi li brio la fuerza del peso es compensada por la elasticidad del 
resorte. Supongamos que la fuerza que t iende a volver la carga a la 
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posición de equilibrio, llamada elástica, sea proporcional a la desvia
ción , es decir, la fuerza elástica es igual a - ky, donde k es una magnitud 
constante para el resorte dado (así llamada ((rigidez del resorte~)•). 

Supongamos que al movimiento de la carga Q se Qpone una fuerza 
de resistencia proporcional a ia velocidad del movimiento de la 

t 
Fig. 269 

carga respecto al punto más bajo del resorte, es decir: una 
d . -

fuerza -.Av = -A d~, donde A = const > O (amortiguador). Fot·me-

mos la ecuación diferencial del movimiento de la carga sobre el 
resorte. En virtud de la segunda ley de Newton tenemos: 

Q dzy = - ky -).. ..!!JL (1) 
df dt 

(aqui, k y A son números positivos). Hemos obtenido una ecuac10n 
diferencial lineal homogénea de segundo orden con coeHcientes 
constantes. 

Escribámosla en la forma: 

d2y dy 
df +P dt + qy=O, (1'} 

donde 

A. k 
P=-; q= - . 

Q . Q 

Supongamos, ahora, que el punto inferior del resorte efectúa 
movimientos vertipales según la ley z = <p (t). Este fenómeno puede 
tener lugar, por ejemplo, cuando el extremo inferior del resorte está 
fijado a un rodillo que junto con el resorte y la carga se mueve a lo 
largo de un camino de relieve desigual (fig. 269). 

•¡ Los resortes cuya fuerza elástica es proporcional a. la deformación se 
-la.ma.a resortes con «característica Haeab. 
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En este caso la fuerza elástica no es igual a - ky, sino a 
-k ly + q> (t)l; la fuerza de resistencia será -A. (y' + q¡' (t}), 
y en lugar de la ecuación (1) obtenemos la ecuación: 

d 2 d o__lf- + "_JL + ky = - kcp <t> - A-tp' <tl 
dt2 dt 

(2) 

ó 

(2) 

donde: 

1 (t) = - ktp (t) + J..cp' (t) . 

Q 
Hemos obtenido una ecuación diferencial no homogénea de 

segundo orden. 
La <>cuación {1') se llama ecuación de las oscilaciones libres; 

la (2'), de las osci laciones forz(l(/as. 

§ 27. OSCILACIONES LIUHES 

Exnminemos primero l11 ecuación de las oscilaciones librrs 

y• 1- py' + qy = o. 
Escribamos la ecuación caracteristica correspondiente : 

k: + pk + q = O, 
y hallemos sus raíces: 

'··· =- ~ + v~ - q; Vp'Z 
-- r¡. 
4 

2 

1) Sea ~1 > q. En rslc raso Jos raíres k , y /,·2 son números 

reales nPgalivos. La solución genera l se expresa mediante funcionr's 
exponenciales: 

y=C,e"' 1 + C2t:h. t (k, < O. k2 < 0). (1) 

De esta fórmula se deduce que cualesquiera que sean las condi
ciones iniciales, la desviación y tiende asintóticamente a cero, 
cuando t -+ oo. En el caso dado no habrán osci laciones, puesto que 
las fuerzas de frenado son grandes en comparación con el coeficiente 
do rigidez k del resorte. 
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2 

2) Sea + = q; entonces la raiz k1 equivale a k2 y ambas son 

iguales al número negativo - ~ . Por tanto, la solución general es: 

(2) 

Aquí la desviación también tiende a cero para t __,.. oo, sin embargo, 
con menor velocidad que en el caso anterior (merced a la presencia 
del factor Cs + C2t). 

t 

F tg. 270 

3) Sea p = O, es decir, supongamos que no hay fuerza de frenado. 
La ecuación caracteristica tiene la forma: 

k'+ q =o. 
y sus raices son: ks = ~i; k2 = -~i, donde ~ = v;¡. 

La solución general es: 

y = c. cos ~t + c2 sen ~t (3) 

Sustituyamos en la última fórmula las constantes arbitrarias 
C, y C2 por otras A y <p0 ligadas con Ct y C2 por las relaciones: 

6 

C1 = A sen <p0 , C2 = A cos <po. 

Las constantes A y <p0 en función de C1 y C2 se determinan asi: 

A= 'VC~+ Ci, <p0 =arctg~. 
Introduciendo los valores de C1 y C2 en la fórmula (3), obtenemos: 

y = A sen <p0 cos ~t + A cos <po sen ~t 

y = A sen (~t + <po). (3') 

Estas oscilaciones se llaman arm6nicas. Las curvas integrales 
son las sinusoides. El intervalo de tiempo T, durante el cual er 
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argumento del seno varía en 2n, se llama período de oscilaciones; 

en nuestro caso T = 2; . El número de oscilaciones durante 

el tiempo 2n se llama frecuencia de oscilaciones. En el caso dado 
la frecuencia es igual a ~- La constante A que es la desviación máxima 

!1 

y-A e"' Sl!ll (jJf+rpo) 

o t 

/ 
/ 

/ 
/ 

/ 
/ 

Ftg. 271 

a partir de la posición de equilibrio se llama amplitu.d do movi
miento oscilatorio y <p0 es la fase inicial. La gráfica de la función (3') 
se da en la fi gura 270. 

4) Sea p =F O y P,.z < q. 
q 

En este caso las raíces de la ecuación característica son los núme
ros complejos: 

donde 

La integral general tiene la forma: 

(4) 
ó 

y= Aeet 1 sen (~t + <p0). (4) 

Como amplitud estamos obligados a tomar la magnitud Aectt 
que depende del tiempo. Como a< O, la magnitud tiende a cero 
cuando t-+ oo, es decir, on este caso, se trata de oscilaciones amor
tiguadas. La gráfica de estas oscilaciones se da en la figura 271. 
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§ 28. OSCILACIONES FORZADAS 

La ecuación de las oscilaciones forzadas tiene la forma: 

y• + py' + qy = t (t) . 

Analicemos el importante caso práctico, cuando la fuerza pertur
badora externa está representada por la fu nción periódica 

1 (t) = a sen wt; 

entonces, la ecuacióu toma la forma 

y" + py' + qy = a sen cM. (f) 
p2 

1) Supongamos a l principio que p =1= O y T < q, es decir, las 

raices de la ecuación caracteristica son Jos números complejos 
a ± i~. En este caso (véase fórmulas (4) y (4') § 27), la solución 
general de la ecuación homogénea tiene la forma: 

ii =A e'J.1 sen (~t + cp0) . (2) 

Busquemos una solución particular de la ecuación no homogénea 
de la forma: 

y* = M cos wt + N sen wt. (3) 
Introduciendo esta expresión de y* en la ecuación diferencial 

origi nal , encontramos los valores de M y N: 

M 
-pwa . 

(q- CJ>2)2 + p 2CJ>2. 

Antes de introducir los valores hallados de M y N en la igual
dad (3), introduzcamos las nuevas constantes A* y q>*, haciendo 

es decir, 
M = A* sen q>* , N = A* cos q>* , 

• M tgq> =-
N 

Entonces, la solución particular de la ecuación no homogénea 
se puede escribir en la forma 

y* = A* sen q>* cos wt + A* cos <p* sen wt = A* sen (wt + <p*) , 
o, en definitiva, 



Oscilaciones forzadas 103 

La integral general de la ecuación (1) es igual a y =y + y•, 
es dccü·, 

1 a * y=Ae"' sen (~t+ c:p0)+ sen(wt +c:p ). 
Y(q _ 002)2 + Pz00z 

El primer término de la suma que se encuentra en el segundo 
miembro (la solución de la ecuación homogénea) representa las 
oscilaciones amortiguadas. Este t érmino disminuye al crecer t, 
y, por tanto, dentro de cierto intervalo de tiempo , el segundo miem
bro adquiere el valor principal , que determina las oscilaciones 
forzadas. La frecuencia w de estas oscilaciones es igual a la frecuen
cia de la fuerza externa f (t); la amplitud de las oscilaciones forzadas 
es tanto mayor, cuanto mcuot· es p y cuanto más se acerque w2 a q. 

Analicemos más detalladamente cómo la amplitud de las osci
laciones forzadas depende de la frecuencia w, para diferentes valo
res de p . Designemos por D (w) la amplitud de las osci laciones 
forzadas: 

a 
D ( w) = -:======:======e: 

Y(q _ 002)2 + p2002 

Hagamos q = ~; (para p = O; ~~ sería igua l a la frecuencia de 
las oscilaciones propias). Entonces tenemos: 

a 

In troduzca m os las designaciones: 

(¡) p 
J3¡ =A.; ~ = ')'. 

donde, A. es la razón de la frecuencia do la fuerza pertu.rbadora a la 
frecuencia de las oscilaciones li bres del sistema; la constant e A. 
no depende de la fuerza perturbadora. La magnitud de la ampl itud 
se expresa entonces por la fórmula: 

D (Á) = a 
J3~Y(1 - t..z>z + l!..z 

Hallemos el máximo de esta funció n. Este corresponderá eviden
temente al valot· de A., para el cual el cuadrado del denominador 
sea mínimo. Pero· el mínimo de la función 

{5) 
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se alcanza cuando 

y es igual a 

YR· 
Por tanto, la magnitud máxima de la amplitud es igual a 

Dméx = ~· z 
~¡y 1- ~ 

a 

Las gráficas de la función D (A.) para diferentes valores de y, 
se dan en la figura 272 (para concreLar las ideas, al construir las 

O().J 
s.o 

~r 
"t,S 

L 
1,0 ·1-

~ 
>.. 

J,5 
'~ 

J,O 

/;J{ 
2,5 

hr;r__ \\\\ 
2,0 

J) ~~ \~ 
f,!i 

~ 
, "\ ~ f,O - ~ ~ 

O,!i ........... --o q25" ~!i ~7!i 1,0 1,2!i ~!i 1,75 2fJ 2,25" 

Fig. 2'12 

gráficas, bagamos: a = 1, ~~ = 1). Estas curvas se llaman curvas 
de resonancia. 
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De la fórmula (5) se deduce que para 'V pequeñas el valor máximo 
de la amplitud se al canza cuando los valores de ~son próximos a la 
unidad, es decir, cuando la frecuencia de la fuerza externa es pró
xima a la de oscilaciones libres. Si 'V = O (por tanto, p = 0), es 
decir, si no existe resistencia al movimiento, la amplitud de las 
oscilaciones forzadas crece indefinidamente cuando ~- 1, es decir, 
para w - ~~ = V{i: 

lím D (l.)= oo. 
A ... l 

Cv=o) 

Cuando (1)
2 = q, tiene lugar el fenómeno de resonancia. 

2.) Supongamos ahora que p = O, es decir , examinemos la ecua
ción de oscilaciones elásticas sin resistencia, en presencia de una 
fuerza externa periódica: 

y" + qy = a sen oot. 

La solución general de la ecuación homogénea es: 

y = C1 cos ~t + C2 sen ~t (~2 = q). 

(6) 

Si ~ =1= co, es decir, si la frecuencia de la fuerza externa no es 
igual a la frecuencia de las oscilaciones propias la solución particu
lar de la ecuación no homogénea se escribe en la forma: 

y* = M cos (J)t + N sen (J)t. 

Poniendo esta expresión en la ecuación de partida, hallamos 

M = O, 

La solución general es: 

N=-a-. 
q- (1)2 

a 
y = A sen (~t + ero) + - - .,sen cúl. 

q- (J)-

Así, el movimiento se obtiene como resultado de la superposi
ción de las oscilaciones propias de frecuencia ~ y de las osci lacioncs 
forzadas de frecuencia w. 

Si ~ = <íl, es decir, la frecuencia de las osci laciones propias 
coincidb con la frecuencia de la fuerza externa, la función (3) no es 
solución de In ecuac.ión (6). En este caso, en virtud de los resultados 
del § 24, busquemos ulla solución particular de la forma 

y* = 1 (.M ces rot + N sen rot). (7) 
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1 nlrvduciendo esta expresión en la ecuación, oncoulrcmos .M y N: 

N = U. 

y• Por tanto: 

/ "' a t t 
a . / 

y•~-~tcospt // 
y. = - 2i3 cos (i) • 

La solución general es de la 
forma: a•const 

j3-const // 
/ 

/ 

' ' ' ' ' 
' 

a 
y = A sen (~t + q•0) - - t cos ~t. 

2(i) 

El segundo término del segundo 
miembro muestra que, en r.sle caso, 

t la amplitud do las oscilaciones 
crece indofinidamen~e curiiJdo eJ 
tiempo t crece de la misma manera 
(L.- oo). Este feuómeno que tiene 
lugar cuando la frecuenci n de las 
propias osci laciones dol s istema 
coincide con la frecuencia de la 
fu erza extel'Jla, se llama resonancia. 

Fig. 273 

La gráfica de la función y• está 
dada en la figura 273. 

§ 29. SISTEMAS 
llE ECUACIONES DIFERENCIALES OHDtNA RJ AS 

Durante la resolución de un gran número de problemas St! nece
sita hallar las funciones Yt = Yt (x), Yz = Y2 (x), . .. y, = Yn (.:r:), 
que satisfagan a un sistema de ecuaciones difert!nciales bajo la 
condición de que estas ecuaciones coutienen el argumento x, las 
funciones desconocidas Y t. y2 , • • . , y,. y sus deriva das. 

Examinemos el sistema de ecuaciones de primer orden: 

dy! 1 1 dx = t .(x, Ytt Y2· · · .• y,.), 

i.: = fz (x, Yt. Y~. · · ·• Yn), 
(1) 

dy, f ( dx = n X, Ytt y~. · · ., !],), 
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donde y 11 y 2 , ••• , Yn son las funciones desconocidas, y x es el 
argumonto. 

Un sistema que tiene en los primeros miembros de las ecuaciones 
las derivadas de primer orden y en los segundos miembros no las 
tiene se llama sistema normal. 

Integrar este sistema significa determinar las funciones y 11 y2, ••• 
. . . , Yn, que satisfagan al sistema (1) de ecuaciones y a las condi
ciones iniciales dadas: 

(yJ,:=;r0 =Y loo (y2)x- x0 = Y20, • • •• (Yn)x=x0 =Y no• (2) 
La integración del sistema de la forma (1) se realiza del modo 

siguiente. 
Derivemos la primera de las ecuaciones (1 ) respecto a x: 

d2~· = a¡, + a¡. dy, + + a¡. dyn . 
di'- fJx ay1 dx fJy 11 dx 

Sustituyendo las derivadas 1; , :'l. , . . . a.¿n por sus expre

siones respectivas / 1, / 2 , ••• In de las ecuaciones (1) obtenemos: 

d2y. 
--

2 
= F 2 (x, y1, ••• , y,.). 

dx 

Derivan do la ecuación obtenida y procediendo do la misma 
manera hallamos: 

rfy, 
--3 = F3 (x, y,, Y2 •.•. , Yn). 
dx 

Continuando así, obten.emos en definitiva, una ecuación 

d"y. --= F n (x, y,, · · ., Yn)· 
dx" 

De este modo hemos obtenido el sistema siguiente: 

dy, = f (x y,, Yn), 1 
dx 1 • 

1 ¿y, 
... ' !In). --2 = Fz (.:t, y ,, 

~ dx 

d"y, 
Yn)• j --= F,.(x, y,, ... , 

dxn 

(3) 
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De las primeras n-i ecuaciones determinemos y2, y3 •• • Yn• 

expresándolas en función de x, y1 y las derivadas 1; '::2
1 

, ••• 

d"-Jy,. 
· · ., dx"- 1 • 

Yz = ~ (x, y¡, y~. · · ., Y~n-s>). , 
• (n- 1 

.y~ .. q>~ (~,.~lo. ~lo ... · ·.• .y~ . :· 

( 
• (n-ll. 

Yn = IPn X, Y~o Ys. · · ., Yt J. 

(4) 

Poniendo estas expresiones en la última ecuación del siste
ma (3), obtenemos una ecuación de n - ésimo orden pura hallar y 1: 

d"y¡ <D ( • (n-1) --= x, Ys; Ys. • • ., Yt ~-
dx" . 

(5) 

Resolviendo esta ecuación, determinemos y 1: 

Ys = 'l>s (x, e,, e2, ... , en). (6) 

Derivando esta expresión n- 1 veces hallemos las derivadas 
ay, d2us rl"-'y, r · d e e e dX • dx2 , • ·., dx"-t como uncsones e x, 11 2 , ••• , n· 

Sustituyendo estas funciones en (4) , determinemos y2 , y3 , ••• , Yn: 

Yz = '11>2 (x, e,, e2 .... , en), } 

!In = 'lln (x, C¡, e2, ... , en). 
(7) 

Para que la solución obtenida satisfaga a las condiciones ini
ciales dadas (2), es su fi ciente determinar de las ecuaciones (6) y (7) 
los valores correspondientes de las constantes e11 e2 , ••• , Cn 
(como hemos hecho en el caso de una sola ecuación diferencial) . 

Observación 1. Si el sistema (1) es lineal respecto a las funcio
nes desconocidas, la ecuación (5) será también lineal. 

Ejemplo t. Integrar el sistema: 

dv dz 
clz =v+.:+z, dz = -4y-3J+2z (a) 

con las condiciones iniciales: 

(b) 
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Solución: 
1) Derivando la primera ecuación respecto a z, tenemos: 

d2y =~+~+1 
d:r2 dx dx · 

Sustituyendo aquí las expresiones :! y :; , tomadas de las ecuacio

nes (a), obtenemos: 

ó 

d2y 
d:t2 = (y + z+x) + ( - 4y-3z+2x) + 1 

d2¡¡ 
dxZ = -3y-2$+ 3r+1. 

2) De la primera ecuación del sistema (a) hallamos: 

dy 
z=·ax - y-x 

y, haciendo la sustitución en la ecuación (e), obtenemos: 

dty = -3g-2 (!!..!L-¡¡-:z:) +3:r+ 1 
dx2 dx 

6 
d2y dy 
d:r2 +2di'+ 11=5:r+t. 

La solución general de la última ecuación es: 

y=(Cs+C2:r) e- X+Sx-9 
y en virtud de (d): 

(e) 

(d) 

(e) 

(f) 

(g) 

ElijamOB las constantes C1 y C2 de manera que se satisfagan las condi
ciones iniciales (b): 

(Yl.=o=1, (z)x=o=O. 

Entonces de las igualdades (f) y (g) se deduce: 

1=C1 - 9; 0 = C2 -2C1+14, 

de donde: e 1 = 10; c2 = 6. 
Por consiguiente, la solución que satisface a las ecuaciones iniciales 

dadas (b) toma la forma: 
y = (10+ 6:r:) e :r+ S:r:-9, Z=(-14-12x) rX - 6x+ 14. 

Observación (2). En los razonamientos expuestos hemos supues
to que es posible determinar las funciones y2 , y3 , ••• y,. de las 
primeras (n - 1) ecuaciones del sistema (3). Pero, puede ocurrir 
que las variables y2 , ••• y,. se eliminan del número menor que 
de n ecuaciones. Entonces para determinar y obtenemos una ecua
ción de orden inferior a n. 
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Ejemplo 2. Integrar el sistema: 
dx dy dz 
dt=y+z; dt=x+ z; dt=x + y. 

Solución. Derivando la primera ecuación respecto a t, hallamos: 
d2x dy dz d2x 

""(i"i2 = dt+dt=<x+z>+<x+y), dtZ =2x+v+ z. 

El iminando las variables 1J y z de las <>euacioncs 
dx d2x 
dt= Y+z; dtZ = 2x -J-y+z, 

obtenemos una ecuación de segundo orden respecto a x: 
d2x dx 
dt2-Tt-2x = 0. 

lntegrándo esta ecuación obtenemos su solución general: 

x=C1e-l +C2e21, 

de donde hallamo~: 
(a) 

~~ = -C1e- l -J-2C2e21 y y = ~~ -z= -C1rl +2C2e21 - z. (~) 
Poniendo las expresiones halladas para x e y en la tercera ecuación del 

sistema \lado, obtenemos una ecuación que permite determinar z: 
dz dt + z = 3C2e21. 

Integrando esta ecuación, hallamos 

z= C3e-I +C2e 21 . (y) 

Pero, entonct>s, en virtud de las ecuaciones (~) obtenemos 

v= - (C1 +Ca) e-1 +C2e21. (0) 

Las ecuaciones (a), (6) y (y) dan la solución general del sist('mR propuesto. 

Las ecuaciones diferenciales de un sistema pueden contener 
las del'ivadas de órdenes superiores. En este caso se forma el 
sistema de las ecuaciones diferenciales de órdenes superiores. 

Así , por ejemplo, el problema del movimicmto de un punto material bajo 
la acción de la ·fuerza' F se reduce a un sistema de tres I'CUaciones diferenciales 
de segundo orden. Sean F,, P,, P, las proyecciones de la fuerza/!' sobre l os 
ejes de coordenadas. La posición del punto en cada instante t se determina 
por sus coordenadas x, y, z. Por consiguiente, z , y, z, son funcionrs de t. Las 
proyecciones del vector de la velocidad del punto material sobre los ejes de 
coordenadas seran: 

dx dy dz 
dt' cr¡• di"" 

Supongamos que la fuerza F y, por consiguiente, sus proyecciones P "' 
F71 , F, dependen del tiempo t, las posiciones x, y, :r. del punto y de la velo-
"d d d . . d . dx dy dz ct a e su movtmtento, es ectr Tt , dt , cr¡ · 



S islemttS d~ uuacfor~es dlj~r~r~cfoles ordinarfu 

Las funciones buscadas en este problema son: 
z = z; (t), ¡¡ - V (t), : = z (1). 

Ht 

Es~as funciones se de~erminan a par tir de las ecuaciones de la dinúmica 
(ley de NewLon): 

m ::~ = Fx ( t,x,y,z, :; , ~~, :: ) 
) 

d2¡¡ ( dx d¡¡ dz ) 
m dt2 = F¡¡ t , z; , y, z, ""'([i'"" • dt ' dt (8) -

d2z ( dz clv dz ) 
m dt2 =F• t , :~:,y,:, Cit ' dt ' dt 

Hemos obtenido un sist.ema de tres ecuaciones diferenciales de segundo 
orden. Si el movimiento es plallo, es decir , ai la trayectoria es una curva plana 
(que yace, por ejemplo, en el plano O:~:y), obtenemos un sistema de dos ecuacio
nes para detenniuar las funciones z (1) e ¡¡ (t): 

dy) 
dt . 

.!L) dt . 

(9) 

(lO) 

Se puede resolver un sistema do ecuaciones diferenciales do órdenes supe
riOI'CS, reduciénd olo a un s istema de ecuaciones de primer orden. Utilizand o, 
por ejempl o, las ecuaciones (9) y (10), mostremos el método de la resolución. 
I nt roduzcamos las des ignaciones: 

dz !!JL = v. ""'([i'""= u, dt 
Entoncrs: 

El sistema do dos ecuaciones (9) y (10) de segundo orden con dos funcio
nes z (1) e y (t) desconocidas se sustituyo por un sisl('ma de cuatro O(' lluriones 
do priml'r orden con cuatro funciones desconocidas :r, y, u, v: 

.:!.!.._= U .!.:!_=V 
dt • dt 1 

d¡¿ 
mdt=F:c (1, z, 11. u, v) , 

dv 
m-¡¡¡:~F11 (1 , z, y , u, v) . 

Notemos en conclusión, que este método general para solucionar los sistt>
mas de ecuaciones diferencial es se puede reemplazar, en algunos casos concrl'
tos, por uno u otro procedimiento ar tificial quo conduce mós rópidamrnte o! 
objetivo. 

Ejemplo 3. Hall ar la solución genera l del sist('ma de ecuaciones diferen
ciales. 
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Solución. Derivemos ambos miembros de la primera ecuación dos veces 
consecutivas respecto a %: 

d2z 
Pero, d%

2 
==y, por consiguiente, obtenemos la ecuación de cuarto orden: 

d4y 
dx4 =JI. 

Integrando esta ecuación, obtenemos su solución general (véase § 22, 
ejemplo 4, cnp. Xlll, tomo II). 

¡¡ = C1cX+C2e-x+C3 cos x+C,sen x. 

Hallando de esta ecuación ~:~ y sustituyendo esta expresión en la pri

mera ecuación determinamos s: 
z= C1e>:+Cze-X-Cs cos x -C4 sen z. 

§ 30. SISTEMAS 
DE ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES 

CON COEFICIENTES CONSTANTES 

Supongamos que tenemos un sistema de ecuaciones diferenciales 

1 

1 
(1) 

) 
donde los coeficientes a!J son constantes. Además, tes el argumento; 
z1 (t), z2 (t), ... , x,. (t) son las funciones desconocidas. El siste
ma (1) se llama sistema de ecuaciones diferenciales lineales homo
géneas con coeficientes constantes. 

Como hemos indicado en el párrafo anterior se puede resolver 
este sistema, reduciéndolo a una ecuación de orden n, la cual, en el 
caso concreto dado será lineal (véase la observación 1 del párrafo 
anterior). Sin embargo, se puede resolver el sistema (1) por otro 
método, sin reducirlo a la ecuación de n-ésimo orden. Este método 
permite analizar, de manera más ilustrativa, el caracter de las solu
ciones. 
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Busquemos una solución particular del sistema eo la forma 
siguiente: 

(2) 
Es preciso determinar las constantes a¡, <Xz, ••• , <Xn y k de 

modo que las funciones a, e~' , aze111
, ••• , a ne111 satis[agnn el sistema 

de ecuaciones (1). Sustituyéndolas en el sistema (1), obtenemos: 

ka,i' = (aua, + ct,za2 + + atn<Xn) e"'. 1· 
ka2e''' = (a2,al + awxz + + aznan) e111

, 
•• o ••• o •• o •• o o o o •• o o • 

kanl'' = (an,al + a n2Clz + ... + ann<Xn) l'. 
Simplificamos por ek1• Trnusponiendo todos los términos a un lado 
y reuniendo los coefi cientes de a11 a2 , ••• , a,. obtenemos el sistema 
do ecuaciones: 

(a u - k) a,+ a ,~a: + ... + a,na,. =o.] 
az,a , + (a:z- k) a~+ . . . + a2n<Xn =o. 

•••• o o • •••• o •• o o • o •••• o 

On tClf + an2<Xz + ... + (ann- k) a,.= O. 

(3) 

Elijamos a., a2 , ••• , «11 y k tales que se satisfaga el sistema {3). 
Es un sist.l!ma de las cruuciones algebraicas lineales respecto a 
u1, a:, ... , a". Form<'mos el determinante del sist ema {3): 

~(k) = "~ · a~~ -k 
(tÍ) 

a,. 1 an~ (un , - k) 

Si k es tal que el determin(lulc ó ~e dift>rencia de cero, el s i!'lema (3) 
ti ene sólo lt•s soluciones nulas: a 1 = a2 = ... = an ~~ O, y, por 
tanto, las fót·mu las (2) nos dan solameutc las solnciours triviales: 

X t (t) = X~ (!) = ... = :Tn (/) ;:; O. 
Por r.onsiguiente, oLtc:uemos las soluciones no triviales (2) sólo 

para tales k que reducen (JI determinante (4) a tl'l"o. Así llt•¡;amos 
n In ecuaC'ión de n-ésimo or·den para determinar k: 

au -k r11~ a,,. 
(1:!:! - lt ..... .. 1:!n 

=U. 

a,., a ,~ a,.,. - ¡, 
~- 53ú 
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Esta ecuación se llama ecuación característica para el siste
ma (1), y sus raíces se llaman raíces de la ecuación característica. 

Examinemos algunos casos eveJlt.uales: 
l. Las raíces de la ecuación característica son reales y diferentes. 

Designamos por k1 , lc2 , ••• , kn las raíces de la ecuación caracte
rística. Escribimos el sistema (3) para cada raíz k 1 y determinamos 
los coeficientes. 

Se puede demostrar que uno de los coeficientes es arbitrario; puede ser 
igual a 1. De este modo obtenemos: 

para la ráiz k~> la solución del sistema (1) es 

(1) (1) k 1 ( t) ( 1) h,l (1) (tl k,t. 
x 1 = et1 e ' , Xz = et2 e , • • • , X11 = Ctn e , 

para la raíz k2 , la solución del sistema (i) es 

... , 

para la raiz kn la solución del sisLema (1) es 

x~") = et~"~e~nt, x~nl = a~"lehnt, . .. , x~~l = a~'le~nt. 

Mediante la sustitución directa en las ecuaciones convencemos 
de que el sistema de funciones 

Xt =C,a~•>en't+C2.a~'J.)e'''' + ... +Cnet~nlek"t, 

.:r.2 =C1a~1li• 1 + C2a~2lehat + ... +Cna~'>e1'n 1, 

1 
(6) 

donde Ct. C2 , ••• , Cn son constantes arbitrarias, también es la 
solución del sistema de ecuaciones diferenciales (1). Esta es la sol u
ción general del sistema (1). 

Es fácil demostrar que se puede hallar tales valores de las cons
tantes para los cuales l a solución satisfaga a las condiciones ini
ciales dadas. 

Ejemplo t. Hallar la solución general del sistema de ecuaciones 

Sol ución. Formemos la ecuaci.ón característica: 
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ó k2-5k+4=0. Hallamos sus rafees: 

k1= 1, k2 = 4. 

Buscamos la solución del sis Lema en la [orma: 

y 

Formemos el sistema (3) para In raíz k 1 = t y determinemos al u y ~u: 

(2- 1) ajl'+2a~11=0, } 
l r:t\ 11 + (3-1) r:t~11 =0 

6 
ap• + 2a~n = O, 

a\11 +2a~11 -= O. 

de donde: a~11 =- ~ al11 Poniettdo a\ 11 = 1. obt.cneruos: a~1 ' = -+. Así 

hemos obtenido la solución del sist<'ma: 

Formemos, ahora, el sistema (3) para la raít k2 = 4 y determinemos ai" 
y a~": 

-2a\2 1 -j- 2a~21 = O, 

a~t•- 2a~2' = O, 

de donde: c:-421 =~2> y a\t> = 1, a~., = 1. Obt.cnemos pues, la segunda solución 
del sistema : 

La solución general del sist ema será [véase (6)]: 

:r 1 =C1e'+C~'. 
1 

x2=- 2 C1e1 + C~• 1 • 

11. Las raíces de la ecuación característica son distintas, pero 
incluyen raíces complejas. Supongamos que entre las raíces de la 
ecuación característica hay dos raíces complejas conjugadas: 

k 1 = a+ i~, k 2 = a - i~ . 

A estas raíces corresponden las soluciones: 

.x~•> = a~•>é~+tlllt (/ = 1, 2, n), (7) 

x7> = a~2>e<a.- tf!>t U= 1, 2, n\ (8) 
8• 
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Los coeficientes a~11 y a?1 se determinan del sistema de ecuacio
·nes (3). 

Igual que en § 2t (cap. XIII) , se puede mostrar que las partes 
real e imaginaria de la solución compleja son tambi~n soluciones. 
De esta manera obtenemos dos soluciones particulares: 

3:~1> = c""1 (/.,~1) cos ~x + í..~2> sen Px), } 
(9) 

i)2
l = e' .. 1 (~~o se n Px + ~~2> cos Px), 

donde 'AY1, t.?•, 1~u, I?1 son números reales, determinados median
te a~11 y a~,,. 

Las combinaciones correspondientes de las funciones (9) entran 
en la solución general del sistema: 

Ejemplo 2. Hallar la solución general dol sistema 

d:r¡ 
dt=-7r¡ +:rz, 

d:r2 ? .. dt= -w:r¡-;)Xz. 

Soluclún. Formemos la ecuación caractéríslica: 

1
- 7-k 
-2 1 1 '- = 0 - a - /; 

6 k'+ 1211 + 37 = 0 y encontremos sus rnícl's: 

k1=-6+ 1, kz=-6-t. 

Sust i tuyendo k1 = -6+ 1 en el si~lema (3), IJallamol': 

«1'1 = 1, «~11 ,.,. 1 + l. 

Escribimos la solución (7): 

:r~l) = ie<-6+1) t, :r~ll = (t +l) e<-6+llt. 

Susti\uyenJo k 2= -G-1 en el sistema (3), hall amos: 
«111-f, «,:1= 1 -i. 

Obtengamos el segundo sistema do las soluciones (8): 

(7') 

zl'> =~·-•-ht, z~ll =(f -l)el-8-hl . (8') 

E!!Cribimos en otra forma la solución (7'): 

6 
:r¡u =~;t (cose + 1 sen t) , ri11 = (1 + i) ~-11 (cos t + l Sl'n 1) 

xlu = ,-et cos t + , , -at sen t, 

:r~u =,-al (cos t - sen t)+ te-el (cos t+ sen t). 

E!!Crlblmos en otra forma la solución (8'): 

xl" = ,-et cos t - te- el sen t, 

xi2> = ~-st (cos t-sen t)-te-•t (cos t+sro t). 
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Como lo!' s is temas de las soluciones particulares podemos tomar las partes 
reales ~> imagin11rias por separad~> 

il1 1 = r-61 cos 1, 

%ltt = e-&t sen t, 

i~u =- e-Gt (cos t- sen t), } 

;~1, = e-et (cos t +sen t). 

La solución general del sistema t>s: 

.r.1 = C1,-6t cos t ·!· Czc- &t son t, 

.r2 =· C 1rot (cos t - son tH· C~1'-et (cos t + sen t). 

(9') 

De modo análogo se puedo hallar la solución del sistema de 
ecuaciones diferenciales lineales de órdenes superiores con coefi 
cientes constantes. 

En la mecánica y la teoría de circuitos eléctricos se estudia, por 
ejemplo, la solución del sistema de ecuaciones diferenciales de 
StJguuclo orden 

(10) 

Luego buscamos la solución en la forma : 

x -= a.eh' , Y = ~é'. 

ln Lrodnciondo estas expresiones en el sistema (10) y simpli fic!lndo 
por el<1• obtenemos un sistema de ecuaciones para determinar 
a , ~ y k: 

(11) 

Siendo n y ~ distint.as de cero, se determinan solnmente cuando el 
detenniH an te del 11istrma es igual a cero: 

a,,. 1-o 2- . 
01-'!- k • 

(12) 

Esta es la ec\lación característica para el sistema (-10). Es la ecua
ción de cuaJ'tO orden respecto a k. Sean k" k:. k 3 , k , sus rnices 
(!'ttpongamos que las raices son diferentes). Para cada raiz k 1 del 
sisl<'ma (1 1) hall11mos los va lores de a y ~ · Igual que en el caso {6) 
la solución general tiene la forma: 

:r. = C,a.<t>eh,t + C2a.<~lc1'' 1 + C3a.<~1e''•' + C,a.<41c~' 1• 

y = r·,f><')/'•' + C2f~<2lek: t + C3j3c3)e''•' + C,f'><41ek•'. 
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Si entre las raíces hay unas complejas, a cada par de raíces 
complejas en la solución general corresponden las expresiones de 
la forma (9}. 

Ejemplo 3. Hallar la solueioo geqeral del sistema de ecuaciones dife
renciales 

Sol ución . Escribamos la ecuación caracteri~ti ca (12) y encont remos sus 
ralees: 

1 

t - k' 

-t 

k 1=i, k2 = -i, 

Buscamos la solución en la forma: 
%'h = a<llell, 

%121 = a l31e- 11, 

-lt 1 1- k2 = 0, 

k3 = V3. k•=- V3. 

11u , = ~UJel 1, 

ylll = ~(2)e-il' 

x'a,=a<3>eVat, 

30cu = a,C'>e- 11'31, 
Del sistema (11) encontramos a<í, y ~1/J: 

11,s, = ~~s,eVat, 

y<4l = p<tle-VJt. 

a<11 = 1, 

a<3> = 1, 

a<'J = I , 

Escribimoll las soluciones complejas: 

1 
. P(l) = 2, 

t 
~(2)=2. 

t 
~(31= -2' 

xm = e-i t = cos t + t sen t, y el>={- (cos 1 + i sen 1), 

•''>= e-H =cos t -t seo 1, yc2> = {- (co~ t-i sen 1). 

Las partes real e imaginaria, tomadas por separado forman las soluciones: 

z<h = COS 1, 

ztl> = sen t , 

- t 
u<1> = 2 eost, 

- 1 y<2> ='2 sen t. 

Escribimos, ahora, la solución general: 

:z=C1 eost + C2 sen r+C~VJt + C4e-V31
, 

t 1 1 f3, 1 - Jf'at 
u=C12 cost + TC2seni-Cs2e -C.2e . 
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Observación. No hemos analizado aqu í el caso de raíces múl
tiples de la ecuación característica que está fuera de las tareas del 
libro presente. 

§ 31. NOCION SOBRE LA TEORIA 
DE LA ESTABILI DAD DE LlAPUNOV 

Como las soluciones de la mayoria de las ecuaciones diferen
ciales y de los sistemas de ecuaciones no se expresan mediante fun
ciones elementales o cuadraturas, en estos casos, para resolver las 
ecuaciones diferenciales concretas . se usan los métodos de integra
ción aproximada. Ya hemos dado algunas nociones de estos métodos 
en el § 3 (capítulo XIII lomo J [) ; otros métodos los analizaremos 
en los §§ 32-34 y también en el capítulo XVI. 

La deficiencia de estos métodos es que ellos dan sólo una solu 
ción particular; para obtener otras soluciones particulares es preciso 
realizar de nuevo todos los cálculos. Conociendo una solución par
ticu lar, no se puede juzgar sobre el carácter do las otras soluciones. 

En muchos probltlmas de mecánica y técnica tieno importancia 
saber no los valores concretos de la solución correspondientes a los 
valores concretos dados del argumento, sino el carácter de va ri a
ción de la solución cuando cambia el argumento y, en particular, 
cuando éste crece indefiuidamente. Por ejemplo, tiene importancia 
sabPr, s i las soluciones que satisfacen las condiciones iniciales 
dadas son periódicas, o !li ellas t ienden asintóticamente hacia una 
función conocida, etc. Estos problemas son de la teoría cualitativa 
do las ecuaciones diferencia les. 

La cuestión de la estabilidad de una solución o de un movimiento 
es uno de los problemas fundamentales de la teoría cualitativa; 
esto problema fue detalladamente analizado por el célebre matemá
t ico ruso A. M. Liapunov (1857-1918). 

Sea el sistema de ecuaciones diferencia les: 

d:r --=t. (t. 
dt 

dy 
-- = f ·(t dt ~ • 

X, y), l 
X, y). 

(1) 

Sean x = x (t) e y = y (t) las soluciones de este sistema que satis
fagan los cond iciones inicia les: 

Xt=o= Xo, } 
Y1 - o= Yo· 

(1') 
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Sean, además, x = x (t) e y= y (t) las soluciones del sistema ( 1) 
que satisfagan a las condiciones iniciales: 

- - } Xt= o= Xo, 

Yt=o= Yo· 

Definición. Las soluciones :e = :e (t) e y = y (t), que satisfa:;an 
las ecuaciones (1) y las condiciones iniciales (1'), se llaman esta
bles, según Liapunov, cuando t-+ oo, si para todo e> O, por pequeño 
que sea, existe 6 > O tal que para todos los valores de t > O se 
verificarán las desigualdades 

1 x (t)- :e (t) 1 < e, } 

1 ii (t) - y (t) 1 <e, 

si las condiciones iniciales satisfacen las desigualdades: 

1 Xo- Xo 1 < cS. } 

1 Yo - Yo 1 < cS. 

(2) 

(3) 

Aclaremos el significado de esta definición. De las desigualda
des (2) y (3) se deduce que, si son pequeñas las variaciones de las 
condiciones iniciales, las soluciones correspondientes varían poco, 
cualesquiera que sean los valores positivos de t. Si el sistema 
de ecuaciones diferenciales describe cierto movimiento, entonces, 
siendo estables las soluciones, el carácter de movimiento varia poco 
cuando Jos cambios de las condiciones iniciales son pequeños. 

Analicemos esto en el ejemplo de una ecuación de primer ordcm. 
Sea la ecuación diferencial 

dy ¡¡¡= -y+1. (a) 

Su solución general es la función 

v= Ce-1+1. 
Hallemos la solución particular que satisface a la condición inicial 

llt~o-=1. 

(b) 

(e) 

Es evidente que esta solución, y = 1. se obtiene cuando C =0 (fig. 2i4). 
Encontremos, ahora. la solución particular que satisfaga la condición inicial 

v,_o=lfo· 
De la ecuación (b) hallemos el valor de C: 

ii0=C+1. 
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de donde: 
c=vo-t . 

Sustituyendo este valor de C en la ecuarlón. (b), obtenemos: 

ii=fvo-i)e-1+ 1. 
Es evidente que la solución y= t es estable. En efecto, 

y-ii=f(Üo-1)e-1+1J-1 = (v0 - 1) e-'-+ o 
cuando t -+ oo . 

lj 

D X 

Fig. 274 

Por consiguiente, la de~ igualdad (3) se verifi~ para e cualquiera, 
siempre cuando se cumple la desigualdad 

(vo-1) = 6< e. 
Examinemos luego el sistema de ecuaciones: 

dx 

} -=cx+ gy, 
dt 

d¡¡ 
(4) 

-·-=ax+ by, 
dt 

suponiendo que los coeficientes a, b, e, g son constantes y g =1= O. 
Aclaremos a qué condiciones deben satisfacer los coeficientes 

para que la solución x = O, y = O, del sistema (4) sea estable. 
Derivando la ecuación primera y eliminando y, obtenemos una 

ecuación de segundo orden: 
rffx dx dy dx 
-. =c-+g-=c-+g(ax+ by)= 
dt- dt dt dt 

dx ( dx ) =e - + a~x + b - - ex 
dt dt 

ó 
rffx dx 
- - (b + e) - - (ag - be) x =O. 
dt2 dt 

(5) 
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Su ecuación caracteristica tiene la forma: 

1.,2 - (b + e) A - (ag - be) = O. (6) 

Designemos las raíces de la ecuación característica por A1 y A2 • 

Son posibles los casos siguientes. 
1. Las raíces de la ecuación característica son reales, negativas 

y distintas: 

Entonces, 
x = C1e~11 + C2e"-'1, 

y = [C1 (1..1 - e) e"11 + Cz (} .. 2 - e) e"•')..!.. 
g 

La solución que satisface a las condiciones iniciales 

:t lt=o = :to, Y lr=o = Yo. 
es: 

:t = cx0 + gy0 - xc).2 e"• r + xJ.-1 - ex0 - y0g e~'', 
I.1 -A.2 • A.¡-1.2 

y = ..!_ [c:t0 + gyo - xJ.z (A¡ _ e) e"• t + 
g At -A.z 

+ :toA.t - cxo - Yog (~ - e) e"•']. 
A¡ - ).z 

(7) 

De las últimas fórmulas se deduce que para cualquier e >O 
se puede elegir x0 e y0 suficientemente pequeños de modo que 
para todos t > O tenemos: 

lx(t)l<e, ly(t) l<e, puesto que e"' 1 < 1 y e'-•1 < 1. 
Por tanto, en este caso la solución z = O, y = O es estable. 

2. Sean A.1 = O, A.2 < O. En este caso: 

X= Ct + Czi•', 

y=.!_ [C2 (A.2- e) e"~ '- cC1], 
g 

y, como en el caso anterior, la 'solución es estable. 
3. Sea A.1 = A.2 <O. En este caso: 

X = (C¡ + C2t) e"•', 

y=...!_ i•' fC, (~.1 - e) + C2 (1 + A.1t- ct)J. 
g 
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Puesto que 

te~''-o. i··'-o, cuando t-+oo, 

entonees, para Ct y C:2 suficientemente pequeñas (es decir, cuando 
x0 e y0 son suficientemente pequeños) será: 

'1 x (t) 1 <e e 1 y (t) 1 <e para cualquier t >O. 
La solución es estable . 

4. Sea A.1 = 1..2 = O. En este caso tenemos: 

X = Ct + C2t, 

1 
y = - [ - cC t + C2- cCztJ. 

g 

Vemos que por pequeña que sea C2 =1= O, tanto x , como y tienden 
al infinito (cuando t-+- oo), es decir, la solución es ines
table. 

5. Supongamos que por lo menos una de las raíces A.1 y /,2 sea 
positiva, por ejemplo, A.1 > O. 

De la fórmula (7) se deduce que, por pequeños que sean 
x0 e y 0 , si 

cxo + KYo - XoAz =1= O, 

es decir, si C1 =1= O, entonces 1 x (t) 1- oo cuando t -+- oo. 
Por tanto, en este caso la solución también es inestable. 
6. Las raíces de la ecuación característica son complejas con 

la parte real negativa: 

En este caso: 

A1 =a+ t~ } 0 ' ·A a < . "'z= a - t1, 

i • 
x =Cea.' sen (~t + 6}, } 

y= g Ceo.' [(a -e) sen (~t + 6) + ~ cos (~t + 6)]. 
(8) 

Es evidente que para todo e > O se puede elegir x0 e Yo de tal 

modo que sea ICI < e y la-~j ~l ~ l < e, y, por consiguiente, 

1 x (t) 1 < e e 1 y (t) 1 < e. 

La solución es estable. 
7. Las raíces de la ecuación característica son números puramente 

imaginarios: 



124 

En este raso: 
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x =e sen (~t + &), 

y=_!_ e[~ cos (~t + &) - e sen (~ t + ó)), 
g 

es decir, x (t) e y (t) son funciones periódicas de /. Como en el c11so 
11nterior verifiquemos que la solución es esta ble. 

8. Las raíces de la ecuación característica sou complejas con 
la pnrte real positiva (a > 0). 

De las fórmulas (8) se deduce que por pequeií(IS que sean 
Xo e Yo (es decil·, por pequeñas que sean e* 0), las magnitudes 
1 x (/) 1 e ! y (t) 1 pueden tomar los valores grandes cna lesqui era 
que sean, cuando t crece, puesto que e?.t -+ oo cuando t -+ oo. L11 
solución es inestable. 

Para dar un criterio genera l de la estabilidad de la solución 
del sistema (4), procedamos de la manera sigui ente. 

Escribamos las raíces de la ecuación caractodstica en forma de 
los números complejos: 

A.1 = 1..; + i/.;•, #..z = #..; + o..;· 
(si las raíces son reales, i.~· = O y A.!* = 0) . 

Rept·esentemos las raíces de la ecuación caracleríslica mediante 
Jos puntos en el plano de la variable compleja ¡,•').••. Entonces, 
partiendo de los ocho casos examinados, se puede formular la con
dición de estabilidad de la solución del sistema (4) en la forma 
siguiente: 

Si ninguna de las raíces }.¡, 1..2 de la ecuación característica, (6) 
se encuentra a la derecha del eje imaginario y si por lo menos una 
de las raíces es distinta de cero, la soluci6n es estable; si ambas raíces 
son nulas o por l.o menos una de las raíces está a la derecha dd eje ima
ginario, la soluci6n es inesta.ble. 

Examiuemos ahora el sistema más general do ecuaciones: 

dx 
-=ex+ gy+ P(x, y), } 
dt ' 

!JL= ax+ by+ Q (x, y). 
dt 

(4') 

Aparte de los casos excepcionales, la solución de t al sistema no se 
expresa mediante las funciones elementales y las cuadraturas. 

Para determinar que las soluciones do est e sistema. son estables 
o inestables, las comparan con las soluciones de un sistema lineal. 
Supongamos que cuando x-+ O e y-+ O, las funciones P (x, y) 
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y Q (x, y) t ambiéD tienden a cero con 
p = V x2 + y2

,; en otras palabras 
mayor rapidez que p, donde 

lí m p (x, y) =O; 
p- o P 

Ji m Q (x, y) = O. 
p-o P 

Entonces se puede demostrar que aparte de un caso excepcional, 
la solución del sistema (4') es establo siempre y cuando lo es la 
solución del sistema 

dx 
-=cx+gy, } dt 

dy 
-=a:r+ by, 
dt 

(4) 

y es inestable siempre y cuando es inestable la solución del siste
ma (4). La excepcióu es el caso, en que ambas raíces de la ecuación 
~oracteríslica se encuenll'an en el eje imaginario. Entouces es 
mucho más difícil resolver el problema de la estabilidad o inesta
bilidad de la solución del sistema (4.'). 

A. M. Liapunov •) analizó el pl'oblerna de la estabilidad de las 
soluciones de los sistemas de ecuaciones partiendo de las suposicio
Dt'R hnstanLe gcnCL·ales respecto a la forma de estas ecuacidnes. 

§ 32. SO LUCION APROXIMADA 
UE LAS ECUACIONES DlFERENClALES 

DE PllniER ORDEN POR EL 1\f.eTODO DE EULEH 

Examinemos aquí dos métodos de solución t1llmérica de la 
ecuación difereuciul de primer orden. En este párraf() ana licemos 
el método de Eulcr. 

Hnllemos la solución aproximada de la ecuación 
dy 
-
1
- = 1 (x, y) (1) 

IX 

en ol segmento lz0 , bl que satisfaga la condición inicial : y = y0 
para x = x0• Dividamos el segmento lx0 , bl mediante los puntos 
x0 , Xs. x2, •• •• x,. = b en n partes ignnlos (aquí, x0 < :r1 < x~, ... 
. . . , < z,). Designemos: z 1 - x0 = x~- x1 = ... = ú -
- x,_, = llx = h, por tauto, 

h =b-xo 
n 

• ) A. :\f. Liapuoov. cProLlE"ma general do la estabilidad do movimien
to•, 1935. 
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Sea y = q> (.r) ci erta solución aproximada de la ecuación (1), y 

Yo = (P (.r), Y1 = q> (x,), · · ., Yn = q> (~). 

Designemos: 

11yo = Y1 - Yo. 11y, = Y2 - y,, · · ., 11Yn - t -- y,, - y,. _,. 
En cada uno de los puntos .x0 , X¡, ••• , Xn en la ecuación (1) susti
tuyamos la derivada por la razón de diferencias finitas: 

11y 
- =f(x, y), (2} 
11x 

11¡¡ = f (x, y) 11x. {2') 

Cuando x = x0 tenemos: 

ó 

Ó!lo 
-- = f (xo, Yo), 

11x 
ÓYo = f (xo, Yo) Áx 

Y1 - Yo = f (.ro, Yo) h. 

E n esta igualdad x0 , y0 , h son conocidos, Por tanto, hallamos: 

y, = Yo + f (xo. Yo) h. 

Cuando x = x 1 la ecuación (2') toma la forma: 

ó 

Aquí 

y 

11ys = f (x, , y,) h 

Y2 - Ys ==- f (x¡, Ys) h, Y2 - Y1 + f (x¡, y,) h. 

tenemos conocidos x1, y¡, h y determinamos y 2 • 

De modo aná logo encontramos: 

Ys = Yz + i (x2, Y2) h , 

Y ll+ t = YA + / (xk, YA) h, 

Yn = Yn - 1 + f (Xn-!t Yn- t) h. 

Pues hemos hallado los valores a proximados 
O x0 x1 x2 x$ x de la solución en Jos puntos x 0 , X¡, ••• , Xn. 

Uniendo en el p lano de coordenadas los pun-
Fig. 2'15 tos (x0 , y0), (x" y1) , ••• , (xn, Yn) mediante 

los segmentos de recta obtenemos una linea 
quebrada que es la representación aproximada de la linea inte
gral (fig. 275). Esta línea se llama línea quebrada de Euler. 

Observación. Designemos por y = <¡>11 (x) la solución aproximada 
de la ecuación (1) que corresponde a la línea quebrada de Euler 
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cuando tu: = h. Se puede demostrar que, si existe una solución 
única y = q>* (.x) de la ecuación (1) que satis[ace a las condicio
nes iniciales y está definida eu el segmento (.x0 , bl, entonces 
lim 1 cp¡, (.x) - cp* (.x) 1 = O para todo x del segmento [.x0 , b). 
h ... o 

Ejemplo. Hallar el valor aproximado de la solución de la ecuación 

¡/ = v+ z , 

para z = t , que satisfaga a la condición inicial: /lo = 1, cuando z0 = O. 
Solución. Dividamos el segmento [0, 11 en 10 partes mediante l os puntos 

z0 = O; 0,1; 0,2; ... ; 1,0. Por tanto, h = O, t. Determinemos los valores 
VI• 1/2• •.• , 1/n por la fórmula (2'): 

!1yh ~ (Yk + ZJt) h 
6 

Yk t • = 1/k + (VIl + z~¡) h. 

De este modo obtenemos: 

V• = t + ( 1 + 0) ·0,1 = t + 0,1 = 1,1 , 
N: "" 1,1 -l- (1,1 -(- 0,1)·0,1 = 1,21, 

Duran te la solución formemos la tab la: 

"" 1 
1/¡, 

1 
lllt + :c/1 

1 
6 1/Jt = (1/1! + xlt) h 

z0 = 0 1 • ()()() 1,000 O, too 
%¡ = 0,1 1,100 t ,200 0, 1:!0 
z 2 = 0,2 1,22U 1,420 o. 1-12 
%3=0,3 1,362 1,620 0, 16~ 
%· = 0,4 1,524 1,924 0,1921¡ 
%5 = 0,5 1, 7HV. 2,2164 0,2216 
ze = 0,6 1,9300 2,5380 0.2538 
%¡ = 0.7 2,1918 2,8918 0,2812 
Zg= 0,8 2,4730 3,2730 0,3273 
%9 = 0,9 2,8003 3,7003 0,3700 
zw=1,0 3,1703 

HonJOs encontrado el valor aproximado y 1 ,_ 1 = 3,1703. La soluciún precisa 
de la ecuación dada, que satisface las condiciones iniciales indicadas es: 

Por consiguient~. 
v = 2eX-z-1. 

vlx~• = 2 (e- 1) = 3,4365. 

1 O 6 1 . 0,2662 - O 077 SO' El error abso uto es ,26 2, el error re atsvo es 
3

,
4365 

- , ""' ~o . 
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§ 33. SOLUCION APROXIMADA 
DE LAS ECUACIONES DIFE RENCIALES 

POR EL METODO DE DIFEilE NCIAS, 
RASADO EN EL EMPLEO DE LA FFRMULA DE TAYLOR. 

METODO DE ADAMS 

Busquemos de nuevo la solución de la ecuación 

y' = f (x, y) (1) 

en el st•groento tx0 , b j que sat isface a la condición inicial: y = y0 , 

cuando J: = x0 • I ntmduzcamos las designaciones necesaria.s para 
lo sucesivo. Los valores aproximados de la solución en los puntos 

serán 

Yo• Y~> Yz• · · · , Yn· 
Las primeras diferencias o las de primer ot·deu son : 

óyo = Yt - Yo, óyt = Y2 - Ytt · · ., Yn-t = Yn-Yn-s· 

Las segundas diferencias o las de segundo orden son: 

Ó2 Yo = ~Ys -l'>.Yo = Yz ·- 2yt + Yo• 

IJ.2Yt = tiyz - ÓYt = y3 - 2Yz+ Yt. 

Ó2Yn- z = ÓYn-t- ÓY"-z = Yn - 2y,._, + Yn-2· 

Las diferencias do las segundas diferencias se llaman ilifercncius 
de tercer orden, etc. Designt>mos los valores aproximados d<' l a~ 
derivadas mediante y~, y;, ... , y;,; los valores aproximados de las 
segundas derivadas, mcdiaule y; , y~, ... , y~, etc. De modo aná
logo dNerminemos las primeras diferen cias de las derivadas: 

óy~ = y;-y~, óy; = y~-y;, . .. , óy;,_ , = y~ - y;, _ ,; 

las segundas diferencias e: ..~ las derivadas: 

ó2y~ = óy;- óy~, ó 2y; = óy~-óy~, .. . , Ó2y~·-2 = ÓY~-~- .1y~_z 
etc. 

Escribamos, ahora la fórmula de Taylor para solucionar la 
ecuación en la vecindad del punto x = x0 (torno I, cap. IV, § 6, 
fórmula (6)): 

+ x - ·'o • (x - Xo)2 " 
Y = Yo --u~+ Yo+ 

t 1·2 

+ (:r - Xot' (m) R 
_;_ __ ::e__ Yo + m· 
1· 2· ... ·m 

(~) 
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En esta fórmula y0 está conocido y los valores de las derivadas 
y~. y~, ... determinamos de la ecuación (1) del modo siguiente. 
Sustituyendo los valores iniciales z0 e y0 en el segundo miembro 
de la ecuación (1) , hallamos y~: 

Y~= f (:to, Yo). 
Derivando los términos de la ecuación (1) respecto a z, obtenemos: 

, of + a¡ , y=- -y. 
az ay 

(3) 

Introduciendo en el segundo miembro los valores de z0 , y0 , y~. 
hallamos: 

, (a¡ + a¡ ·) Yo=- -y 
ax {}y x=r •. u=v.: v·- vó· 

Derivando una vez más la igualdad (3) respecto 11 x 'i sustituyendo 
los valores de z0 , y0 , y~. y~. encontramos y~" . Continuando de 
esta manera*), podemos hallar los valores de las derivadas de cual
quier orden para z = z0 • En el segundo miembro de la fórmula (2) 
son conocidos todos los términos a excepción del término comple
mentario R.,.. De este modo, menospreciando el término complemen
tario, podemos obtener Jos valores aproximados de la solución para 
cualquier valor de z; la precisión de los mismos depende de la mag
nitud 1 z - z 0 1 y del nÚDlero de los términos del desarrollo. 

En el método dado abajo, determinemos por la fórmula (2) 
sólo unos cuantos primeros valores de y, cuando 1 z - x0 1 es peque
ño. Determinemos los valores de Yi e y2 para x1 = x0 + h y pl!.ra 
x 2 = x0 + 2h, tomando cuatro términos del desarrollo (¡¡0 está 
conocido de ]as condiciones iniciales): 

+ h . + h
2 

" + h3 
... 

Y1=Yo tYo ~Yo 3jYo, ( 4.) 

- + 2h ' + (2h)
2 

" + (2h)
3 

"' 
Y'1.- Yll 1 Yo 'Í. 2 Yo 31 Yo · (4'} 

Consideremos, pues, que so~ conocidos tres valores**) de la fun
ción: y0 , Yt. y 2• Basándonos en estos valores y utilizando la ecua
ción (1), determinamos: 

Y~= /(Xo, Yo), y'• = f(xlo y.). YÍ = f (x2. Y2). ----
*) En adelante supongamos que la función f (:, y) es tantas veces deri

vable respecto a z e y, cuantas veces sea necesario en nuestros razonamientos. 
•*) Si tratamos de encontrar la solución con mayor exactitud, necesitamos 

calcular más que los primeros tres valores de y. 

9-638 
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Conociendo y~. y~. y~. podemos determinar t.y~. t.y;, 62y~. Los resul
tados del cá lculo anotemos en la tabla: 

X 
1 

V 
1 

11' 
1 

t\IJ' 
1 

&tv • 

xo 
1 

!lo 
1 

YÓ 
1 1 

1 1 1 
L!.yó 

1 

x 1 = xo+ h 
1 

!11 
1 

!IÍ 
1 1 

t>,2yó 

1 1 1 
L!.yj 

1 

x 2 = :ro..L2h 
1 

!1?. 
1 

YÍ 
1 1 

. .. 
1 

... 
1 

... 
1 

. .. 
1 

. .. 

:Z:Jt_?. = xo+ (k - 2) h 
1 

YJt-2 
1 

YÍ. - 2. 
1 1 

1 1 1 
L!.yJ.-2 

1 

xk-l = xo + (k- 1) h 
1 

Y/t-I 
1 

YÍ.-t 1 1 
A2YÍ.-2 

1 1 1 
i!.YÍt-1 

1 

XJt = Xo + kh 
1 

Ylt 
1 

YÍ. 
1 1 

Supongamos, ahora, que conocemos los valores de la solución 

Yo• Ys , Yz, · · · , Y k· 

A base de estos valores, utilizando la ecuación (1), podemos cal
cular los valores de las derivadas 

y, por consiguiente, 

y 
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Determinemos el valor de Yll+t por la fórmula de T aylor, haciendo 

a=X11 , X=Xk+ l =X11. +h: 
h- h2 IL3 hm 

YA+t =Yk-1-TYi. +nyi. + 1·2·3 y'h + . .. +m! y~m> + Rm. 

Limitemos en nuestro caso con cuatro términos del desarrollo: 

h . h
2 

, + h
3 

"' 
Yk+ t =Y1<. -1- f Y~t -1- Wy,, 1 . 2 . 3 Y~t · (5) 

En esta fórmula y;_ e y'h son desconocidos. Tratemos de hallarlos 
mediante las diferencias conocidas de primer y segundo órdenes. 

Presentemos previamente yí,_ 1 por la fórmula de Taylor, hacien
do a= x,., x-a = -h: 

' ' + (-h) "+ (-h)
2 

'" Yn-t=Y" -- y¡, - - yf¡, 
1 1· 2 

(6) 

e yí,_ 2 , haciendo a = X~¡, x-a= -2h: 

. '+(-2h) "+(-2h)
2 

' " 
Y11 -2 =y,. - - Y k - - - Y 11 • 

1 1·2 
(7) 

De la igualdad (6) hallamos: 

' ' A ' h " Jl "' 
Y~t- Ylt- 1 = u Yn- s =1 Y11 - WY~< · (8) 

Restando de los términos de la igualdad (6) los de la igualdad (7), 
obtenemos: 

' ' A ' h " 3h} '" 
Yk- 1- Y~t-z= 0 Y11-z= Ty" - 2Yk · (9) 

De las (8) y (9) hallamos: 

t\y~- 1 - lly~ -z = ll2Y~-z = h2y~', 
ó 

"' 1 z ' 
!In = J1 L\ Yk- 1· (10) 

Poni endo la expres10n yí." en la ecuación (8), tenemos: 

" ll.llk- 1 + ll2y~.- l y¡,=-- --. 
h 2h 

(11) 
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Así, hemos hallado yi. e yí.". Poniendo las expresiones (10) y (11) 
en el desarrollo (5), obtenemos: 

h ' h A ' Sh A? ' 
YHt = Y11. + 1 Yh + z uy,,_ , + 1] u"Y~:-z· (12) 

Esta es la llamada f6rmula de Adams de cuatro tórminos. La fórmu
la (12) permite determinar Y1a 1, c.onociendo y11 , Y~c-t. y11_ 2• Así, 
si conocemos y0 , y, e y2 , podemos hallar y3 y luego y,, y5, . .. 

Observación t. Indiquemos sin demostración, si existe en el 
segmento (x0 , b) una solución única de la ecuación (1), que satisface 
las condiciones iniciales, el error de los valores aproximados 
determinados por la fórmula (12), en su valor absoluto, no supera 
a Mh', donde M es una constante, dependiente del largo del inter
valo y la forma de la función f (x, y) y no dependiente de la mag
nitud h. 

Observación 2. Si queremos obtener una precisión mayor del 
cálculo, debemos tomnr mayor número de términos que en el desa
r rollo (5) ; entonces la fórmula (12) cambiará del modo correspondien
te. Por ejemplo, si en vez de la fórmula (5) tomamos la fórmula que 
contiene cinco términos en el segundo miembro, es decir, si añadimos 
un t érmino de orden h', entonces, en lugar de la fórmula (12) obte
nemos de modo semejante la que sigue 

h , h .1, , 5h A 2 , 3h .1, 3 , 
Yh+t = Yh + 1 Y1t + 2 Y1t-t + 12 u Y~r.-2 + 8 Y~t-3· 

Aquí, Y1t+t se determina mediante los valores Y~:, Y1r. - t. Yh.-2 e Yh - 3· 
Por consiguiente, para comenzar los cálculos, utilizando esta fó r
mula, es preciso conocer los primeros cuatro valores: y0 , y1, y2 , Y3· 
Al calcular estos valores por las fórmulas de la forma (4), debemos 
tomar cinco primeros términos del desarrollo. 

Ejemplo L Hallar los valores aproximados de la solución de la ecuación 

v' =v+z, 
que satisface la condición inicial: 

Yo= 1; cuando zo ==O. 
Determinar los valores de la solución para z=O,t ; 0,2; 0,3; 0,4.. 

Solución. Utilizando las fórmulas (4) y (4'}, hallemos, al principio, 
y1 e y2• De la ecuación y los datos iniciales obtenemos 

Yó =<v+=>,_o =Yo+O= 1+0=1. 

Derivando la ecuación dada, tenem()s: 

y' = v'+ t. 
Por tanto, 

vo = (v' + t),_o = 1 + 1 =2. 
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Derivemos una vo:t mús: 

v .. =v·. 
Por consiguiente, 

vO' =v~=2. 
Poniendo en la ecuación (4) los valores do IIO• vó. !lo y h =0,1, obtenemos : 

y
1 
= 1 +Q:.!·1 + (O, i l'.2+ (0,1)

3
·2= 1,1103. 

1 1·2 1·2·3 
De modo análogo, pnra 11 = 0,2 obtenemos: 

112 - 1 + 0 .2.1 + (0,2)2 ·2+ (0,2)'·2= 1,2421> 
1 1·2 1·2·3 

Conociendo v0 , y1, 112 a base de la ecuación, hallamos: 
vó ~vo+0= 1 ; 

vi =lis +0,1 = 1,1103 t 0,1 - 1,2103; 
11•= vz-~-o.2= 1,2426+0,2= t.442G; 

Á liÓ = 0,2103; 
Áyj ~0,2323; 

f12yó 0.0220. 
Los valores ohtenidos anotemos eu la tabla: 

" 1 
!1 

1 
11' 

1 
Al!' 

:ro =O 
1 

ilo - 1,0000 
1 

y;.: 1 
1 

1 1 1 
t\y;,~0 . 210~~ 

z, . o. 1 
1 

v1 -1,1103 
1 

YÍ = 1,2103 
1 

1 1 1 
i\lli =11.232:l 

.r~=U,2 
1 

11: = 1,242(; 
1 

v;= l,t.426 
1 

1 1 1 
óy; 0,2551 

T]=0,3 
1 

1/3 t. :J977 
1 

Yi = 1, G!l77 
1 

.,=0,4 
1 

Y:. - 1,5812 
1 1 

1 
.... 11. 

1 

1 

1 fiZyij .-- 0,0220 

1 

1 
L\ 2yj 0 ,0228 

1 

1 

1 
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Según la fórmula (12) encontramos ¡¡3: 

Y3 = 1,2426 + 
0~ 1 

- 1,4426+ 
021

• o,2323+ s-~~· 1> . o,o220= 1,3977. 

Encontremos ahora los valores de vá. Ll.y;, Atv;. Usando do nuevo la fór
mula (12), hallamos 114: 

v, = 1,3977 + 
0¡ 1 • t ,6977+ 

021 
-o.2sst + -A ·0,1-0,0228~ 1,5812. 

La expresión exacta de la solución de la ecuación dada es: 

V = 2t" - z - 1. 

Por consiguiente, Vu•(J,4= 2e0.• - 0,4 - 1 = 1,5836. Kl error absoluto 

es 0,0024; el error relativo es ~:= = 0,0015 ~ 0,15%. (El error absoluto 

del valor de_¡¡4, calculado por el m~todo de Eulor, es 0,06; el error relativo es 
0,038 ~ 3,8%). 

Ejemplo 2. Hallar los valores aproximados de la solución de la ecuación 

1/ = 112 + z', 

que satisface a la condición inicial; vo = O, cuando .r0 = O. Determinar los 
valores de la solución para z = 0,1.; 0,2; 0,3; 0,4. 

Sol ución. Hallemos: 

v~ =0'+02 =0, v;_0=(2vy' +2z)..,. 0 =0, 11;~0 =(2y'1 +2vv"+2>x-o =2. 

Según las fórmulas (4) y (4') obtenemos: 

(0.1)3 
!IJ "" "'3! . 2=0,0003, 

(0,2)8 
112 = 3] . 2= 0,0020. 

De la ecuación encont ramos: 

lló = O, lli = 0,0100, llí= 0,0400. 

Basándonos en estos datos, formamos los primeros renglones de la t.abla, 
luego, utilizando la fórmula (12), determinamos los valores de !la e v4 • 

X 

1 
11 

1 
11' 

1 
6¡¡' 

1 
o tu• 

Z(J = O 
1 

vo = O 
1 

vó = O 
1 1 

1 1 1 
Ll.vó =O ,Ot OO 

1 

ZJ =O, t 
1 

111 = 0,0003 
1 

ví=O,OtOO 
1 

1 A'v~=0,0200 
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... 
1 

11 
1 

11' 
1 

11.11' 
1 

11.111' 

1 1 1 
óyi = 0,0300 

1 

%2 = 0,2 
1 

v2 =0,0026 
1 

llí=0,0400 
1 

1 azy¡ = 0,0201 

1 1 1 
óví = 0,0501 

1 

%3 ""' 0 ,3 
1 

113 =0,0089 
1 

!13 =0,0001 
1 1 

%, = 0,4 
1 

"' = 0,0204 
1 1 1 

Así , 

v3=0,0026 -'-
0

; 
1

. 0,0400+ 
0:! 1 . 0,0300+~ . o, t .o.o2oo = o,oos9. 

y,=0,0089+ 
011

. 0,0901 + 
021 . 0,0501+~. 0,1·0,0201 = 0,0204. 

Notemos que las primeras cuatro cifraa exactas en v4 son: y4 == 0,0213. 
(Este resultado podemos obtener usando otros métodos más exactos y la eva· 
luuci(ln del error.) 

§ :i4. METODO APROXIMADO DE I NTEGRACION DE LOS SISTEMAS 

DE ECUACIONES DIFERENCIALES DE PRIMER ORDEN 

Los métodos de integración aproximada de las ecuaciones dife
renciales, analizados en los §§ 32 y 33, podemos aplicar tambirn 
para resol ver los sistemas de ecuaciones diferenciales de primer 
orden. Examiuemos aquí el método de di ferencias usado para solu
cionar los sistemas de ecuaciones. Analicemos aquí el s istema de dos 
ecuaciones con dos funciones desconocidas. 

Hallar las soluciones del sistema de ecuaciones 

dy 
dx = ft (x, y, z), ( 1) 

dz 
dx = /2 (x, y, z), ( ~l 

que satisfagan a las condiciones iniciales y = y0 , z = z0 , cuando 
X = x0• 
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Determinemos los valores de las funciones y y z para Jos valo
res del argumento: x0 , x11 x2 , ••• , x,., x11+1, ••• , x,. Sea, de nuevo, 

xk+l-x,.=t.x=h (k=O, 1, 2, ... , n-1). (3) 

Designemos los valores aproximados de la función mediante 

Yo. Yt• • · • • 1/R., 1/ll.+t• • • ·, y,. 
y, respectivamente, 

Escribamos l as fórmulas recurrentes de la forma (12) § 33: 

(4) 

(5) 

Para. utilizar estas fórmulas, es preciso saber , aparte de los y0 y z0 
dados, también Ytt y2 ; z11 z2• Estos valores hallamos por las fór
mulas de la forma (4) y (4') § 32: 

h ' + ¡; " + h
3 

" ' Yt =Yo+ -¡Yo 21/o 3JYo, 

- + 2h ' + (2h)
2 "+ (2h)

3 
'" 1/2 - Yo 1 Yo 

2 
Yo 

31 
YO • 

h , h2 
" h3 

"' 
Zt = Zo + - Zo +- Zo + - Zo , 

1 2 31 

+ 2h , + (2h)2 " + (2h)3 "' 
Z2 = z0 -z0 - - z0 z0 • 

1 z 31 

Podemos aplicar estas fórmulas, cuando conocemos y;, v;. y;, 
z;, z~, z; que debemos determinar. De las ecuaciones (1) y (2) ha
llamos: 

y¿ = ft(Xo, Yo• Zo), z~ = ft(xo, Yo• zo). 

Derivando las ecuaciones (i) y (2) y poniendo los valores de 
x0, Yo. zo, y~. z~, hallamos: 

,, _ ( .,, _ ( ot1 + a¡, , + o/1 ') 
Yo - Y '"-"• - Y z . ax {}y ih x-xo 
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" - ( "\ - ( 8/'J. + 8/a '+ 8/: ·) z0 - z '"-"• - y z . ax ay az .. - ... 
Derivando una vez más hallamos y; y s;. Conociendo Ys. y2, Zs. z2, 
de las ecuaciones dadas (1) y (2) encontramos: 

y;, YÍ. z'¡, z;, óy~. óy'¡, 62y~. .1z;,, óis. 624, 
después de lo cual podemos llenar los primeros cinco renglones 
de la tabla: 

" 1 
11 

1 
11 ' 

1 
611' j A'll' ~ • 

1 
,. 

1 
61' 

1 
Alt' 

zo 1 !lo 1 liÓ 1 1 1 'o 1 $Ó 
1 1 

1 1 1 ÓI/Ó 1 1 1 1 
A~ó 

1 
Z¡ 

1 
111 1 1/Í 

1 1 A2vó 1 %¡ 
1 

:; 
1 1 

A':ó 

1 1 1 A vi 
1 11 1 1 &sí 

1 
zz 1 112 1 IIÍ 

1 1 
t.ty; ~ 'z 1 

z' 
1 1 

A2zj ' 
1 1 1 

ÓI/Í 
1 1 1 1 

A:í 
1 

za 1 113 1 1/Í 1 1 1 za 1 
:' • 1 1 

De las fórmulas (4) y (5) hallemos y3 y z3 y de las ecuaciones 
(1) y (2) encontremos y~ y z;. Determinados L\y~. 62y;, .1z;, ,12z;, 
otra vez de las fórmulas (4) y (5) hallamos y, e y5, etc. 

Ejemplo. Hallar los valores apro:~imados de las soluciones del sistema 
, 1 

1f = s, S -¡¡, 

si según las condiciones iniciales : 0 = i, cuando z = O e 1/o = O. Calcular 
los valores de las soluciones para z = O; 0,1; 0,2; 0,3; 0,4. 

Solución. De las ecuaciones dadas encontramos: 

uó = z..,-o = 1, 
Derivando estas ecuaciones, hallamos: 

Yo = ftOx=o = (•'>.r-o - o, 
•ií = (:">x~ o = (v'>x-o = 1, 

liÓ .. =(u">x=o=(z•>x-o-1• 
:ú' ·~ (: .. )..,=o = (¡/)..,.o "" O. 
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Utilizando las fórmulas de la forma (lo) y (5), encontramos: 

"•=0+~ ·1 +(0. 1 ) 2 ·0+(0,1)3. J = 0 1002 • 1 t ·2 31 ' ' 

V2 .... o ._ 0•2 ·1 +<0 ·2>
2 .o+ <0•2P ·1 =O 2ota 

' 1 1·2 31 ' ' 

zs - 1..1. ~.O+ {0,1)2 . 1 + (0,1)' . 0= 1 OO"n 
' 1 1 ·2 31 ' oJV, 

:z = ! .J... _Q¿_ ·O + (O,Z)' ·1 t (0,2)' · 0= 1 0200. 
. 1 21 3! ' 

€n vi rtud de las ecuaciones dadas, tenemos: 

1/Í = 1,0050, 

z; = 0,1002, 

t.y~ = 0.0050, 

t.yj =0,0150, 

t.'uó = 0,0100, 

!13 = 1,0200, 

'Í = 0,2016, 

t.ró=0,1002, 

órj - 0,1014, 

1\ 2zó = 0,0012. 

Ahora llenemos primeros cinco renglones de la tabla: 

:t 

1 " 1 
¡¡' 

1 
611' 

zo=O 
1 

vo =O 
1 

Yó = l 
1 

1 1 1 
t.yó=0,0050 

1 

1 

1 

t.!¡¡" 

:.: 1=0, 1 
1 

111 ~o, 1002 
1 

YÍ = 1,0050 
1 

lt.2vó = O,otoo 

1 1 1 
t.yj =0,0150 

1 

.%:¡=0,2 v2 == 0,20t6 
1 

Yí = 1,0200 
1 

1 t.2yj - 0,0109 

1 1 
t.v:í=0,0259 

1 

.%3=0,3 
1 

ll3 - 0,3049 
1 

!li = I ,Oio59 
1 1 

z4 =0,4 
1 

y, - 0,4117 
1 1 1 
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"' 1 
z 

1 
z' 

1 
O.z' 

1 O.'•' 

z0 = 0 
1 

z0 =1 
1 

zó=O 
1 1 

1 1 1 
t.zó=O,i002 

1 

%¡=0, 1 
1 

%¡=1,0050 
1 

zi :=0,1002 
1 

1 t. 2zó=0,0012 

1 1 1 
t.zi ;,.o, 1014 

1 

z2 =0,2 
1 

z2= 1,0200 
1 

z2=0,2016 
1 

1 t.2z~ =0,00t9 

1 1 1 
t.z; =O, 1033 

1 

za = 0,3 
1 

%3=1,0459 
1 

z3=0,3049 
1 1 

z4 = 0,4 
1 

z4 =1,0817 
1 1 1 

De las fórmulas (4) y {5), hallamos: 

Ys=9,20t6+ 
0

1_
1 

·1,0200+ ~·11 ·0,0150+ 1
5
2 ·0,1·0,0100 = 0,3049. 

z3 =!,0200+ 
0
/ · 1,2016+ 

0
;/ ·0,1014+ 1

5
2 · 0,1·0,0012=1,0459 

y, análogamente: 

y 4 =0,3049+ O~t ·1,0459+ 
021 

·0,0259+ 1
5
2 ·0,1·0,0109=0,4117, 

z4 =1,0459+ 
011 

· 0,3049+ 
021 

·0,1033 + 1
5
2 ·0,1·0,0019 = 1,0817. 

Es evidente que las soluciones enctas del sistema dado de las ecuacio
nes, que satisfacen a las condiciones iniciales, serán: 

1 1 
Y= 2 (e"'-r"'), z = 2 (eX+ r"'). 

Por eso, las primeras cuatro cifras exactas después de la coma de las 
soluciones son: 

1 - 1 y4 = 2 (eO.~-e 0,') =0,4107, z4 = 2 (eO•'+e-0,4) = 1,08H~ 

Observación. Puesto que las ecuaciones de órdenes superiores 
y los s istemas de éstas se reducen en muchos casos al sistema de 
ecuaciones de primer orden, el método expuesto es aplicable tam
bién a la solución de los problemas semejantes. 
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Ejercicios para el capítulo XIII 

Demostrar que las funciones indicadas, de¡Jendientes de las constantes 
urbilrarias, satisfacen las ecuaciones diferenciales correspondientes: 

Funciones 

3. y2 = 2Cx +C$. 

a2C 
4. y2=Cx2-

1 
+C . 

Cz 
5. y= C1x+-x+Ca. 

eX 
6. 11 =(Ct + C2x)e1""+ (k-f)Z. 

7. v =c18oarcsenx + c~-aarcsen:c. 

el e B.y= -x+ 2· 

Ecuaciones diferenciales 

Integrar las ecuaciones diferenci con varnlesiables separa bles 9. y dx
-xdy=O. Resp. v =Cx. 10. (1+u)vdu +(1 -v)udv=0. Resp. lnuv+u-
- v = C. 11. (t +y)dx-(1-x)dy=O. Resp. (1+v) (1-x) = C. 12. (tZ-xtZ)x 

dx . t +x x 
X dt+x2+tz2=0. lle$p. tz+ lnt= C. 13. (y-a)dx+ x2dy = 0. 

1 
- t-a • dx Resp. (y-n) =Ce"'. 14. zdt-(t?·-a2)dz = 0. Resp. z2a=C-- . 1 ;:~. -d = 

t+a 11 
1+ x2 y+C -v- -v-=1+112. Resp. x= 1-C

11
.16. (1 + s2)dt- tds= O. Rup.2 t-arctgs=C. 

17. dp + ptg6d6 = 0. Resp. p= Ccose. 18. sen6cosq>d0-cos6senq>d<p=0. 
Re1p. COI!c¡>=Ccose. 19. sc26tg<pd6+scZcptg6dcp= 0. Resp. tg6tg<p=C. 
20. sc26tgcpd<p+ sc2q¡tg6d0 = 0. llesp. sen26+ sen2cp= C. 21. (1 + x2)dy-
-Vt-vZdz= 0. Resp. arcsenv-arct.g x=C. 22. Vt-xlldv-Vt-vzx 
Xdx = O. Resp. uVt- x2-xVt-uS= C. 23. 3e"'tgydx+(1-eX)sc2ydy=0. 

Ji esp. tg y=C (1 -eX)B. 24. (x-¡¡2x) dx+(¡¡-x2y) dy= O. Res p. x2+¡¡2=z2y2+C. 

Problemas de l a formación de ecuaciones diferencia les 
25. Demosttor que la curva cuyo coeficiente angular de la tangente en 

cada punto es proporcional a la abscisa del punto de tangencia es una parábola. 
Respuesta: y = ax2 + C. 

26. Hallar una curva que pase por el punto (0, -2), de tal modo que E:l 
coeficiente angular de la tangente en cada punto sea igual a la ordenada corres
pondiente de este punto aumentada en \res unidades. Respuesta: y = e" - 3. 
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'1:1. Hallar una curva que pase por ol punto (1,1) de tal manera que el 
coeficiente anltular de la tangente en cada punto 110a proporcional al cuadrado 
de la ordenaáa do este punto. Respuuta: k (z- 1) v- v + 1 -= O. 

28. Hallar una curva para la cual el coeficiente angular do la tangente 
en cada punto sea n veces mayor que la pendiente do la recta que 
uno este punto con el origen de coordondae. Rupue.ta: v = c:cn. 

29. Trazar por el punto (2,1) una curva de tal manera que la tangente en 
cualquier punto coincida con la dirección del radio vector construido del ori-

1 gen de coordenadae a este punto. Rnpunta: v - 2 z. 

30. Hallar en coordenadas polares la ecuación do una curva tal que, en cada 
uno de sus puntos, la tangente del ángulo formad o por el radio vector y la 
tangente a la curva sea igual a la magnitud inversa dei radio vector, tomada con 
signo contrario. Rupunta: r (8 + C) = 1. 

SL Hallar en coordenadas polares la ecuación de una curva tal que, en cada 
uno de sus puntos, la tangente del ángulo formado por el radio vector y la 
tangente a la curva sea igual al cuadrado del radio vector. Rupuuta: r1 = 
- (8 + C)~. 

32. Demostrar que la curva cuya propiedad consiste en que todas sus 
normales pasan por un punto fijo es una circunferencia. 

33. Hallar .una curva de tal manera que en cada uno de sus puntos la 
longitud de la subtangonte sea igual al doble valor de la abscisa. Respuesta: 
V= CVz. 

M. Hallar una curva para la cual el radio vector sea igual a la longitud 
de la tangente comprendida entre el punto do tnngencia y el eje z. 

Solución. Según la hipótesis del problema g,V1+y'2 =V:r:•+v'. de 
V 

donde: ~= ± dz . 
V z 

Integrando obtenemos dos familias de curvas: 

e 
v=C:r: e u=-;:. 

SS. En virtud de la ley do Newton 111 velocidad de enfriamiento de un 
cuerpo al aire libre es proporcional a la dHeroncia de las temperaturas entre 
el cuerpo y el medio ambiente. 

Sea la temperatura del aire igual a 20° C; y el cuerpo se enfrla do too• C 
hasta 60° e durante 20 minutos. ~Qué tiempo se necesita para que la tempera
tura del cuerpo baje hasta 30 C? 

Solución. La ecuación diCerencial del problema os: ~~ = k(T-20). 
Integrando, encontramos: T -20=Ceh1; T =- 100 para t =O; T =60 para t=20; 
entonces, C=BO: 40 - Ce20h, e~= (ff110

, por tanto, T=20+80 (f)' 120 

Haciendo T=30, encon~ramos t = 60 min. 
36. ¿Qué tiempo T se necesita para que se desagüe el embudo cónico de 

10 cm de altura y ángulo al vértice d = uo• por un orificio do 0,5 cm1 en el 
fondo del embudo? 

Solución. Calculemos mediante dos métodos diferentes el volumen del 
agua que se desagua entre los instantes t y t + ó t. Siendo constante la velo.. 
cidad u del chorro, durante un segundo so derrama un cilindro do agua do al tu. 
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a·a v y base 0,5 cm1 • Durante el tiempo llt se desagua un volumen d a; de agua 
igual a - dv = - 0,5v dt = -0,3 V'2Gh dt•~. 

Por otra parLe, a consecuencia de la sal1da, la altura del a.gua adquiere 
11n «incremento» negativo dh, y la diferencial del volumen de agua derramada 
es igual a: 

Así, 

tlo dootle 

t =0,0315 <10'' '-h''2) +0,0732 (to''' - h3
, 1 ) +O,Oí B <Vw- Vii). 

Haciendo h = O, obtenemos el tiempo T de derrame: T = 12,!j seg. 
37. La acción de la fricción sobre un disco que gira dentro de un liquide> 

es proporcional 11 la velocidad angular de rotación (1). Hallar la · dep•mdeucia 
en tre la velocidad angular y el tiempo, si se conoce que la velocidad del disco 
boja tlo t OO rev/min a 60 rev /min, al pasar 1 Olin. · 

Retpuuta: (1) = 100 (:) 
1 

rev/min. 

38. Supongamos que la presión de una columna de aire en un ni\•el dado 
está acondicionada por la presión de los capas superiores do la atmósfera. Ha
llar la dependencia entre la presión y la alLUra, si se sabe, quo al nivel del mar 
la presión es igual a 1 kg/cm2 , mie.ntras que a 500 m de altura, es 0,92 kg /cm 2 • 

Indicación: Utilicemos la ley de Boyle·Marriotte que nos dice que la deu
sidad de un gas es proporcional a su presión. La ecuación diferencial del proble
ma es: dp = - kpdh, de donde p = e-u,ooua7n, Respuuta: p = e-o,oOOI7h. 

Integrar las siguientes ecuaciones diferencial es homogéneas: 
39. (y-z) dz+(u +z) dv == O. Respuesto.: u2+ 2xg-z2=C. 40. (z+v) dz + 
+ zdv=O. Respuesta: .:z:2+2zv=C. 41. (.r+v) dz+(v - z) dv = O. lfespuesta: 

In (z2+y2)
1
' 2- arctg ..!!.=C. 42 . .:z: du-vd.z-"Vz2+v2 dz. Respuesta: 1+ 

% 

+ 2Cy - C2z2 = 0. 43. (8v+10.:z:) dz + (5v+ 7z) dy =O. Respuesta: (x+ y)2X 

X(2z+ v)3= C. 4~. (2"Vst-s)dt + tds= 0. Respuesta: teVf=C ó 
• 

• = tln¿. 45. T e t (t -s) dt+tcú=O. llespuelta: te =C ó s = t lot . 

46. zyl dv = (.:z:3+ y') dz. Respuesta: v = .:z: f'3 Jo Cz. 47. z cos..!!. (V dz + z dv) = 
% 

= V sen J!. (z dy -11 d.:z:). Respuesta: zy CQS .!!.. - C. 
% % 

Integrar las ecuaciones diferencial es reducibles a las homogéneas: 
48. (3v-7z+ 7) dz- (3.:z:-7v-3) dv =O. Rupuuta(z-!-v- 1)6 (z-v-t)z-c_ 
49. (z + 2u+t) dz-(2z+ 4u+3l dy = 0. Re~puma: ln (4z+Su+5)+8v- b=C. 

50. (z+2y+ t) dz - (2z-3) dy=O. Respuuta: l o (2%-3)-~:;=C. 

• ) La velocidad v del chorro de agua a trav~s du un orificio que se en
cuentra a la distancia h de una superficie libre, se da por la fórmula: v = 

- 0,6 V2ih; donde, 1 es la aceleración de la fuerza de gravedad. 
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51. Determinar la curva cuya subnormal es la media aritmética de la abs· 
císa y la ordenada del punto de esta curva. R~spuesta: (:r - y)1 (z + 2v) = C. 

52. Determinar la curva en la que l a ra:tón del segmento separado por la 
tangente en el eje Oy, respecto al radio vector, os una constante. 

dy 
y-z dz: 

Solución. Según la hipótesis del problema V m, de donde: 
:r2 + y2 

( ~ r- ( ~ )"' =2: . 
53. Determinar la curva en la que la razón del segmento separado por 

la normal en el e je Oz respecto al radio vector sea una constante. 

+ 
cly 

z u-
Sol ución. Según la hipótesis V d:r m, de donde: :r2+y2 = m2(x -C)2. 

x2+y2 
54. Determinar la curva en la que el segmento separado por la tangente 

en d eje O y es igual a a se 6, donde (l es el úngulo form ado por el raclio vector 
y el eje Oz. 

Solución. Como tgO =L, y, ~ c)gún la hipótesis v - :c d¡y = asea, tenc 
z ex 

dr¡ Vx2+ y2 
mos y -x el~ = a x , de donde: 

v=i [ J+b- ~-(~b) ]. 
55. Detemlinsr la curva en la que el segmento separado en el eje de orde· 

nadas por la normal trazada en algún punto de la curva es igual a la distancia 
entre el mismo punto y el origen de coordenadas. 

Solución. El segmento separndo por la normal en e l eje Oy es igual 

a " -1- =:., y sC'gún la hipótesis, tenemos: . y' . ' 

v+ ;. = Vz~-y2, de donde z2 = C (2Y·i- C). 

56. Hallar la fom1a de un espejo tal que refleje paralc:>lamente a la direc
ción dada todos Jos rayos que salen de un mismo punto O. 

Solución. Hagamos coincidir la dirección dada con el eje Oz. Sea OM el 
!'ayo incidente, M P el rayo refl ejado y MQ la normal a la curva buscada: 

a. = ~; OM = OQ, NM = v. 
, ¡--- dy 

NQ = NO+OQ = -x+ v x2+y2 = ycotgP = Y k . 

de donde: ydy = ( - x 'Vx2+y2}dx; integrando, tenemos: y2 =CZ+ 2Cx. 
Integrar las s iguientes ecuaciones diferenciales linl'al rs: 

57. y'-2!L_ = (x + 1)3. Respuesta: 2y=(x + t )' +C (.r+ f)2 
x + t 

!J :r + J X 1 
58. y'-a -;; =-x- . Respuesta.: v =Cxn+ t-a -¡¡ . 

59. (x-:r2)v' + (2:r2 - f)y-a:r3=0. R~spuesta: y .= ax+Cx'Vt -x2 
ds 60. Ttcost+ss!'nt = 1 Respu~sta: s= sent +C cost. 
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ds 1 
Gt. dt+scost = 2 sen2t. Respuesta: s=sent-I+Ce-•eot. 

62. v·-.!!..v=rz". Rupuella: v = x" (e"'+C) . 
% o 

63. r/ +.!!..Y=.; . Respuesta: :r"v =- a:r +C. 
% % 

1 64. y'+ 11 = e" . Respuesta: e"' y = :r +C. 

1-2:r ( ~) 65. v'+--;r¡--v-1=.0. Resputlta: y = :rz 1+Ce"" 

Integrar las ecuaciones de Bernoulll : 

66. v'+:rv=:rlly3. Respuesta: y2(:r2 t t +Ce""2)=t. 67. (1-:rl) y' -:ry
- a:ryt ==O. He1puesta: (C '\lt-z•-a)y= 1. 68. 3y'y'-ay3-:r-1 - 0. Rts· 

(•Utsta: a'v'=Ce1J%-a (:r+ 1)- t. 69. v' (:r2yS+zv) = t. Rupuuta: :r Lz-
!ut J !..ut 

- v')e2 + C = e2 .10.(yln:r-2)yd:r=:rdy.Rupuesta:y(C:r+ln :r+1) = 1. 
ít. v-v'cns:r=y2cosz(l-sen:r). Respuesta: y= tgz+sc;. 

sen:r-¡-
lntegrar las siguientes ecuaciones en diferenciales totales: 

:z:S 
72. (:r' + v) dz +(z-2y) dy=O. flup. 3 +vx-v'= C. 73. (y-3:r2) d:r-

-(4v-:r) dy =O. Resp. 2!!'-zv+:rs ... c. 74. (y3-:r) y'=v· Resp. v'= 

= 4:ry+C. 75. [(z~
2

1/) 2-+J d:r+ [f-(z~v)z] dy = O. Resp. In f
- :ry -C. 7G. 2(3:rv'+2:rS)dz+3(2:r'v + v')dy =0. Resp. x• +3zty2+ .&-lf 

.rd:r +(2:r+v> dv 0 R 1 ( -'- > :r e + v3=C. 77. (z+v>' = . esp. n :r , y - :r+v = . 

( 
1 311• ) 211 dy :r2 dy- 112 d.r 78. %3+-;7" dx=---zs-.Reap. z•+v'=C.rS. 79. (:r-y)Z =0. Rup. 

:ry yd:r-:rdy X --= C. 80. :rd:r+vdv- '+ 2 • Resp. x'+v2-2arctg- =C . .r-v :r v v 
81. Hallar la curva cuya propiedad consiste en que el producto del cuadra

do de la distancia, entre cualquiera de sus puntos y el origen do coordenadas, 
por el segmento, separado en el eje de las abscisas por la normal ol pun
to mencionado, es igual al cubo de la abscisa de este punto. Rupuelta: 
v' (22:' + v'> = c. 

82. Hallar la envolvente de las siguientes famiUill! de curvas: 
:r :r a) y-C:r+C'. Resp. x'+4v:=.O. b) v=c+Ct. Rup. 27z'=4y3. e) c-

--ls-2. Rup. 21v=:rs. d) Clz+Cv- t =0. Resp. v'+ 4z=0. e) (z-C)3+ 
+<v-C) ' =-Ct. Rerp. :r=O; y ... O. f) (:r-C)'+v' =4C. Resp. y1 ... 4:r+4. 
g) (z-C)'+(v-C)'=4. Rup. (:r-y)t-8. h) Cz'+C'y= t. Re~p. :r' +4v=0. 

83. Una recta se desplaza de tal modo que la suma de los segmentos sepa
rados por ella en los ejes de coordenadas es igual a una constante a. Escribir 
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la eeuación de la envolvente de esta familia de reet.u. R"pruda: z''' + v'' •-a'l• 
(parábola). 

84. Hallar la envolvente de una familia de reet.u tales que los ejes de 
coordenadas separan sobre est.u rectas un segmento de longitud constante a. 
Rupu1111a: z'l• + v''• = a'1•. 

85. Hallar la envolvente de una familia de circunferencias cuyos diámo
tros son el doble de las ordenadas de la parábola 11' = 2pz. Rtrpuelta: v• .... 
=2p (z+ ~ ) . 

86. Hallar la envolvente de una familia de circunferencias que tienen aws 
centros en la parábola v' = 2pz y pasan por el vértice de esta parábola. Ru
puuta: la cisoide z3 + v• (z + 2p) ... o. 

87. Hallar la envolvente de una familia de circunferencias cuyos 
diámetros son cuerdas de la elipee blz2 + a'v' = a•bt, perpendiculares al eje 

z2 112 
Oz. Rttputtto: at+bt+lj2= i. 

88. Hallar la evoluta do la elipse zlb2 + a2vt=a•bt como envolvente de 
sus normales. Re~pu~sta: (az)1''+ (b¡,t)1

' 3 - (at-b2)'''· 
Integrar las siguientes ecuaciones (de Lagrange): 

C 2 2C -pS 89.v-2zv' + v' 2• Reapuesta:z= 3p2-Sp; v=---a¡;-. 
90. 11 ""'"11'2+u'2. Respuella: y ... (yz+ 1+ C)2

• La solución singular: 
v=O. 

9t. /l = z(1+y')+(y')2.Rupuesta: z = Ce-P-2p+ 2; y=C(p + t)c-P 
-pl+2. 

9:!. y .... yy'2 +2ry'. R~t~puesta: 4Cz=4C2-y2. 
93. Hallar una curva de normal constante. Respuesta: (x- C)2+ y2 = a2. 

Solución singular: v=± a. 
Integrar las ecuaciones de Clalrnut: 
94. y=zv'+v'-y'2. Rupuuta: v = C:z: +C-C2• Solución ljingular: 

4v=(:z:+1)2. 
95. 1/""'X!/' + Y1- y'2. Rnpuel/a: v =Cz+ Vt-C2. Solución ~ingular: 

y2-z2 = 1. 
96. v=zv'+v'. Rtspuuta: v=Cx+C. 

97. y =:tv'+y. Respuesta: u= Cx+ ~ . Solución singular: y2 - 4z. 

98. u=zy' - y~t. R.ttplluta: u = Cz- ()
1
2 • Solución singular: y3 = 

27 ,. _
4

z2. 

99. El ároa de un triángulo, formado por la tangente a una curva bus
cada y los ejes de coordenadas, es uua magnitud constante. Hallar esta curva. 
Respuesto: la hipérbola equilátera 4zy = ± a2. Además, cualquier recta do 
la familia v=Cz ±aVc. 

100. Hallar una curva tal que el segmento de s u tangente comprendido 
entre los ejes de coordenadas tenga una longitud constaute n. Respuesta: 

11 .,. cz± aC . Solución singular: x'1•+v'11 = a'1• . 
l/1 -r-C2 

101. Hallar una curva tal que la suma de los segmentos separado' por sus 
tangentes en los ejes de coordeuadas sea igual a 2a. Respuesto: u=Cz-
- 2°CC • Solución singulor: (y-z-2a)t = Sa.r. 

1 -

t 0-530 
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102. Hallar las curvas tales que el producto do las distancias. drsde uua 
tangente cualquiera hasta dos puntos dados, sea constante. Respuesta: las 
elipses y las hipfrbolas (trayectorias ortogouaks e isogonales). 

103. llallm· las trayectorias ortogonales do la familia do curvas y ~ o:r". 
Respuesta: r 2 f- ny2 = C. 

104. Hallar las tray(>ctorias ortogonales de fa familia do parábolas 

y2 = "1.p (:r. -a) (a es el parámetro de la familia) . R~spuestn: y = Ce 11 • 

105 . .Hallar vlas trayectorias ortogondes de la familia de curvas x2 -

C 
-y2= a (a es el pnrrímetro). Respuesta: !1 = "7" . 

106. liallnr las trayecwrias ortogonales de la familia de circunferencias 
x2+y2 = 2o:r. llespuesta: las circunferencias y = C (.r2+y2). 

107. Ilnl lar las trayectorias ortogonales de parúbol as iguales, cuyas 
vértices Slll' ncucotrun en uua recta dada. Respul'sta: si 2p es el parámetro de las 
parábolas y Oyes la recta dada, la ecuación de las trayectorias s(>rá y + C = 

2 .. /2 3•. = ;r V ¡¡ .e '·. 
J"3 

108. Hall!lr las trayectorias ortogonnl~s de las cisoidcs y2 la -:r: . 

Respuesta: (:r2 + y2)2 = C (y2-f- 2.r2). 
10!1. Ha llar las trayectorias ortogonales de las lemniscatas (x2 + y2)2 = 

= (x2 - y2) "2· Re.<pt<esta: (x2 + ¡¡2)2 = Cxy. 
110. Ha llar las trayectorias isogonales de la familia de curvas : :r2 = 

= 2a (y-:r: V3), donde a es un parámetro variai>lo, si el ángulo constante w 

formacJo por la¡¡ curvas de l a familia y sus trayectorias as igual a 60". 

Solución. Hollamos la ecuación diferencial de la fami l ia do curvas y' = 

= 
2
;-V'ii y sustituiñ10s y' por la expresión 

y'-113 
t+ y3y' y 

b 1 · d r 1 y'-V3 = 2!1 -v-3. 1 · 1 o tenemos a ccuacion · i crencia : a mLcgrn 
1 f- y' Y3 X 

general y2 - e (.r - y y3) da la familia buscada do trayectorias. 
111. Hallar las trayectorias isogonales de la fami l ia de parábolas yz = 

...!!... arclg 211- x 

= 4Cx, cuando w= 45°. Respuesta: y2-xy + 2x2 = Ce V7 :e V7 
112. Hallar las trayectorias isogonales do la familia de rectas, y=Cx, 

{ 

2 v'i arctgl'-; 
x2 + y2 = e "' 

cuandow= ~0°,45°. Rupuesta: las espi rales logarítmicas 
11 2 arctK

x2+yZ=e "'. 
113. y = C,e"' + Cae-"' . Eliminar C1 y C2• Respuesta: y•- y = O. 
114. Escribir la ecuación diferencial de todas las circunferencias dispues

tas en un m,ismo plano. Respuesta: (1 + y' 2 ) y"' - 3v' y •s = O. 
115. Escribir la ecuación diferencial de todas las curvas centrales de 

segundo orden, cuyos ejes principales coinciden con los Ox, Oy. Resp~1ta: 
% (y y• + y'2) - y' y = o. 
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H6. Sea la ecuación diferencial y"' - 2y" - y' + 2y = O y su solución 
general y = CJex + C1e-x + C3e2x. 

1) Verificar que l a familia dada de curvas es realmente la solución general; 
2} hallar la solución pa rticular, s i para z = O tenemos: v = 1, v' = O, 

v· = - 1. Respuesta: v = f(9e"' +e-X-4eZ") . 

tt7. Sea la ecuación diferencial v· = 2~, y su solución general v= 
2 a¡ =± 3 (z +C,) ~ -f-C2. 

t) Verifi car que la familia dada do curvas es realmente la solución 
general; 

2) hallar la curva integral que pasa por el punto ( f, 2), si la tangente 
en este punto forma con la dirección positiva del eje o~ un ángulo de 45°. 

2 v- 4 Respuesta: y = 3 z 3 -f- 3 . 
Integrar las siguientes eruacioues diferenciales simples do segundo orden 

que se reducen a l as ecuaciones de primer orden. 
tt8. ~Y"'=2. R espuesta: v=x2 Jo x-f-C1zll -f-C2x+ C3; escribir la solución 

particular que SRtisíaga las s iguit>ntes condiciones iniciales:. x= 1; v = 1; 
m! xm+n . 

v' = i; !1"=3. 119. y<''>=xlm>. Respuesta: v = (m+ n}l 1 C1z"-1-f- .. . -f-C,._ 1z-f-Cn. 

120. y" = a2y. Respuesta: ax = ln(av + Va2y2-f- C1)+C2 ó y = C1e0 X-f-C2e-ax. 
a t2t. y" =-:;- . R espuesta: (C1z -f-C2 )2= C1y2 - a. 

1r 
En los e jemplos 122-125 escribir la solución ·particular que satisfaga las 

siguientes condiciones iniciales: z = O, u=-1; v' = O. 122. xy" - v' = xzex. 
Respuesta: v = eX (:r - 1) -f-C,z2 -f-C2. Solución particular: !J = eX(z-1). 
123. y y• -(y')2+ (y')3= O. Respuesta: y +C1 ln y = .t+C2. Solución particular: 

1 v=-1. 224. y" -f- y'tgz = sPn2z. Respuesta: y = C2-f-C¡ senx-z-2 sen2x. 

Solución particular: v =2senx-sen x cosx - x - 1. 12.'>. (y")2-f- (y')2 = a2. 
Respuesta: y = C2-a cos (x +C 1) . Solución particular: y = a - 1-a cos z; 
v = a cosz -(o. -f-1 ). (Indicación. Forma paramétrica v"= O.COSI, y' = o.sent). 

1 2 ~ 126. y*= w· Respuesta: v = ±;r(x-f-C1) 2 -f- C2• 127. v*' = y•z. Respuesta: 

y= (C1 -x)[ln(C1 -x)-t ] +C~ -f- Ca. 128. y'y"' -3y"Z = O. Respuesta: x = 
= C¡y2+C2y-f- C3. 

Integrar las siguientes ecuaciones diferencia les 1 i neales con coeliciaotes 
constantes: 129. y" = 9y. R espuesta: v = C1e3X +C2e-3x, 130. y"-f- y = O. Res
puesta: y = A cos x-f-B sen x. 131. y• - y' = 0. Respuesta.: y = C1 +C2e". 132: y• + 
-f- 12y= 1y' . Respuesta: v=C1esx+C2e4"'. 133. y"- l¡y' -f- 4y = 0. Respuesta: 
V= (Cd-C2x)e2x. 1M. y"-l-2y' .¡. 10y=0. Respuesta: v = r x(; Jcos3x+Bsen 3z). 

-3+ Vi7 - 3- Vi7 
x - - -x 

135. y•-f-3y'-2y = 0. Respuesta: v= C1e 2 +C2e 2 . 136. ily•-
-- 12y' + 9v =O. Respuesta: Y= (C, -f-C2x)e312x. 137. y• + y'-f-y = O. Respuesta: 

1/ =e- ~ X [A COS ( ~3 X) + 8 sen ( ~J X) ] . 
138. Dos cargas iguales están suspendidas al ex tremo de un muelle. Hallar 

el movimiento que adquiere una de las cargas si la otra se desata. Respuesta: 

10• 
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x = u cos (V~ 1) , donde 11 es e\ ahugamieu\o de\ muel\e b<l}o la acción de una 

carga M ol estado de equilibrio. 
139. Un punto material de masa m. es atraído por cada uno de dos centros 

con fueuas proporcionales a la distancia. E l factor de proporcional idad ea igual 
a k. La distancia cutre dos ':antros es 2c. El punto se halla en el instante ini
cial en la línea que une los centros a la distancia a de su medio. La veloci
dad inicial es cero. Hallar la ley de movimiento del punto. R espuesta: z = 

= a e os (V~ t) · 
l'iO. ylV -5y•+4y = 0. Resp. y = C,e"+C2r'"+Cae')X+C4e-ax. i 4l. ¡¡'"-2y•
-u'+2y=0. Resp. u = C 1e2 x+ C2e"'+C3e-". 142. y"'-3ay"+3a~y'-a3y=0. 
lfesp. u = (C 1 +C2x+C~2)e0". 143. vv - 4y"'=0. Reap. rt=C1+C2z+C3 z2+ 
+C,e2"'+ C5e-2". 144. u1 +2y"+9u=0. Res p. u=(C1 cos V2X+C2sen V2X) e-"+ 
+ (C3cos ViX'+ C4 ~n V~) e"'. 145. !IIV -8y"+16y=0. Resp. y=C1eax+ 

X 

+ C2e-2X + C3xe2"+C4ze- 2". 146. yrv + v = O. Resp. y=e Y2 (c1 cos Vli + 
X 

X ) Jl]i ( , X :1: ) + C2 sen 2 +e C3cos V 2 + C4 sen Vli . 
147. YJ- a 4y = O. Hallar la solución general y la solución particular 

quo satisfaga las condiciones iniciales para :~:0 = O, y = 1, y' = O, y • = -a', 
!!"' = O. 

Respuesta: solución general: 11 = c,ear + C¡e-<>X + c3 cos ax + e, sen tJX. 
Solución particular: 1/o = cosa:>:. 

Integrar las siguientes ecuaciones diferenciales lineales no homogéneas 
(hallar lit solución general): 

~ \2:t + 7 
148. y•-7y'+ 12y = x. Resp. u =C1e3"'+ C2e~"'+~ · H 9. s•-a2s = t+1. 

Resp. s = C1eO' -f-C2e-at_ 
1:!';1 

. 150. y" -f-y' -2y = 8seo 2x. R esp, y =C1ex+ 

+C2e-~- ~ (6seo2x-f-2cos2x). 151. y• -y=!>x+2. Resp. u=C1e"'+ C2e-x-

et 
-Sx-2. f á2. s" - 2as'+a2s=e'(a =fo 1). R esp. s=C1~a 1 +C2teal+ (a-i)2 • 

153. y"-!-6y'-l-5y=e2X, Rcsp. y = C,e-"'-1-C?.e-IIX+:hesx. 154. u*+9y=6e3X, 

1 Resp. u= C1 cos3z+C2 sen 3x+3 esz. 155. y• -3y' =2-6x. Resp. v=C1+ 
+C2eSZ+x2• 156. u" - 2y' +3v=r" cos ::. Res p. y=er (A cos V2X+.O sen V2X)+ 

e-x +4r (5 cos z-4 sen x). l57 . rf +4u = 2 sen 2x. Resp. v=A sen 2x+B cos2x-

x 
-2cos2z. 158. y"" - 4y"+5u'-2y=2x+3. Resp. u=(C1+C2x)ex+Cae~-x-4. 

159. 1/IV - a' y =5a4ea"'senaz. Resp. y =(C1-senax) ea"'+C2rax+C3 cosaz+ 
+C4 senax. 160. yiV +2a2¡¡"+ a~y =8 cosax. Resp. y=(C1 +C~) cosaz+ 

:¡:2 + (C3+C4x) sen az-"(¡2 cos ax. 
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161. Hallar una curva integral de la ecuación u"+k2v=O, que pasa por 
el punto M (zo, 1/o) y toca en este punto a la recta 11 = az. Respuesta: 

a v=vo cosk (z-z0)+7é sen k (z-z0). 

162. Hallar la solución de la ecuación v"+ 2hv' +n2y=0 
que satisfaga las condiciones iniciales y=a, y'=e par a z=O. Res-

puesta: para h<n. v=r''"' (acosVn2-h2z+ :n~-=-~ senVn2-h2 z); 

C+a (h+ Vh11-n2) 
para h = n, v=e-h"'[(C+ah)z+aJ; para h>n, 11 X 

2Vh2-nZ 
- (h-Vh"-n2)x e+a(h-~) - (h+Vh2- n1)x 

xe 2VhZ-n2 e · 

163. Hallar las soluciones de la ecuación y• + n2y = 11 sen pz (p -4= n), que 
satisfaf(an la,scondiciones: y = a, ¡¡' = C para z=O. Hupu.esta: y = acosnz+ 

e (n't-p2)-ilp h + ( 2 ") St>D nz+-2--2- sen px. n n - p- n -p 
164. Un peso de 4 kg está suspendido en un muelle, aumentando la longi

tud de este a 1 cm. Hallar la ley del movimiento de este peso suponiendo que 
el oJCtremo superior del muelle efectúa oscilaciones arm<Ínicas según la loy 11 = 
= sen V 100g t, donde 11 es el alargamiento por la vertical. 

Solución. Sea z la coordenada vertical del peso, medida a pa.rtir de la 
posición de reposo, tenemos: 

4 d2z 
--- =-k (z - r¡-1) g dt2 • ' 

donde l es la longitud del muelle en estado libre; k = 400, lo que se deduce 
rácilmente de las c.ondiciones irdciales. De aquí: 

~:: + 100gz = 100g sen V 10úg t + 100lg. 

Busquemos una integral particular de esta ecuación de la follJln: 

• (e 1 cos v woc í+ c2 spn V 1oog t) + g, 

debido a que el primer término do! segundo miembro de la ec.uación entra <'U 
la solución de la écuación homogénea. 

165. Según la hipótesis del proLlcma i39, la velocidad inicial es igual 
a 110 y su dirección es perpendicular a la recta que uno Jos centros. Hallar las 
trayectorias. 

Solución. Tomando por el origen de coordenadas el punto m~dio del seg
mento entre Jos centros, las ecuaci ones diferenciales do! movimiento so escri
ben en la forma: 

dZz 
mdt2 = k (C - z) - k(e +:r.) = -2kz, 

d2y 
m di2 = -2ky. 

L lls condiciones inic.iules para t=O !'lon: 

dz 
x ~ a; -;¡¡=0; y= O; dy 

-;¡¡-= "e•· 
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Integrando, hallamos: 

x =a cos (V ~: 1 ) , V= Vo V ; sen (V ~ t) · 
;z;2 y22k 

De donde: -;i2+ru;;r = 1 {elipse). 

166. Un tubo horitontal gira alrededor do un eje vertical con una velo
cidad angular w constante. Dentro del tubo estf1 colocada una bola que se desli
za por él sin fri cción. Hallar la ley del movinliento de la bola, si en el irustante 
inicial ésta se encuentra en el eje de rotación y tiene velocidad inicial v0 {a lo 
l argo del tubo). 

• 2 

Indicación. La ecuación d iferencial del movimien~o es ~~; = w2r. 

dr 
Las condiciones iniciales: r=O, -¡¡¡ = vo para t = O. 

Integrando, hallamos: r = ;: (e"'1 + e-Q)1(. 

Aplicando el m6todo de la variación do las constantes arbitrarias, in\e
gr&r las siguientes ecuaciones diferenciales: 

, 5 sen x + 7 cos x 
167. y"-1y +6v = sen x. Rup. y=Cte"'+Cze'"' + 

74 
· 

168. y• +v ·=sc x. Res p. v =C 1 cos x+C2 sen x+z sen x+cos z ln cos z. 

169. v" + y 
1 

• Resp. y = C1 co1u+Czsenx-VCoi'2r. 
cos 2x V cos 2x 

lnlegTar lo& &iguientes sist emt\11 de ecu aelonea diferenciales: 

t70. yy• = y'2 + 1. Res p. y = 2~t(eC¡(x-Cs) +e-C¡(x-Ct>¡. 171. x2(a:::ll~: d-z: =O. 

Rt$P. --=:!L = C. l72 !l = :r¡¡'Z + y'2 Res p. !I = (V-z:+t +C)z. Soluciones singu
:c-y 

lares: y = O; x+ t = O. 173. v"+y = scx. J?up. y =C1 cos:z:+C2 sen-z:+ 
+-z: sen :r+cos x In cos x. 174. (1 +x2) y' -:r:y- a =0. Res p. y= ox+ 

aeu!! 
, /-- 11 dy 11 " 

+ Cvt+:r2• 175.zcos%d:r = I/COS%-:r. Resp. :re = C. 176. 

e2x 
y•-4v = •'"'sen2:r. Rerp. y=C,e-2X+C2et.x_20 (sen2z+2cos2.:r). 177. 

xv'+y-y2lnz=0. Rup. (lnx+1 +Cx)y = 1, 178. (2x + 2v - t)dx+ 
+ <x+v-2)dy = 0. Re1p. 2:r + y-3ln(x + v+ 1)=C. 179. 3e"'tgyd:r+ 
+ (1-e"') sét y dy = 0. Re1p. Lg v=C (1-e"')3. 

ln\egnf loa &\gu\en\es &\&tema& de eeuactone&: 

180. ~; = v + 1, ~~ = x+ f. Indicar las soluciones particulares que satis

facen a las condiciones: iniciales :r= -2, ¡¡ = 0. cuando t = O. Rup~asta: · 
V - e, cos t+C2 sen 1, z = (C1 +Cucos 1 + {C2-C1) sen t. Solución particular : 
:r• .... cost-sent, v• = cost. 
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t8t. :: = z-2y , :~ =z-y. lndiear las soluciones particulares que 

~atis{acen las condiciones iniciales: z = 1, v = 1, cuando t = O, Reap!A41ta: 
v = C1 cost + Czsent, :r: ~ (C 1 + C2)cost + (C2-Ct)sent. Solución particular: 
z* = COSt-sen t, V* -= COS I. 

185. 

186. 

187. 

188. 

189. 

dz dv 
4 dt--;¡¡-+3z = sen 1, 

dz 
dT +v=cost. 

Respuesta: z=C1r1 +C~-•1 , 

v=C1e-1 +3C~-" +cos t . 

d2v 
([ii" = z , 

Re11puesta: z=C1e1 -f-C~-1 + C3 cost + C6 sent, 

v=C¡e1 +C~-1 -Cscos t -C,een t. 
d2z 
dt2 = v. 

d'z dy 
dii"+dt +z=e', 

dz d2y 
di+ -¡¡¡¡-= 1. 

d/1 
d z = z-y , 

d• 
dx = - v-3:. { 

{ 

dv 
dz -1 : - 0, 

dz (h-Hy - o. 

{ 

dy 
dz +2y+: = sen z, 

d· d: -4y-2s=cosz. 

¡ dz 
dt = y + z, 

dy 
Tt= "' 1· :, 

dz 
-;¡¡-=z+v. 

{ 

!!.= t -..!.. 
dz z ' 

d; 1 
dr = y - r 

t 
Rupuesta: :r: = Ct+C2t + C3t1 -¡¡t'+e1 , 

v = C,-(Ct + 2C3) t -

1 1 1 - 2 (c2- t )t2-3'C3tB+ 24 
t« - tl 

Jlespuuta: y= (C1+C2z)e· ax, 

z = (C2-Ct -C2z) e-tx. 

Respuesta: y= C1e2X+C~-u, 
z = -2 (C 1e1-X-C~-tr). 

Respuesta: v = C1-J- C2x+2soox, 

z = -2C¡-C2(2z+ t) 
-3sen z-2cos z. 

Rupuella: r=C1r' +C~tt, 

y= Cse-' +Cze2', 
z = -(Ct +C3) e- l + C2e21 . 

Rtspueata: : = C?!'Ctx, 

y = :r+ -1- ,-C¡r. 
C1C2 
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t90. 

Analizar la estabilidad de la solución z-0, v=O para los siguientes 
sistemas de ecuaciones diferenciales: 

t9t. { 
d:z: 
c¡¡=~-3)1, 

dy 
¡¡¡=5x+6v. 

Respueata: Inestable, 

t92. { 
d:z: ¡¡¡= -4z-10y, 

dy 
-¡¡=z-2y. 

R espueata: Estable. 

193. { 
d:l: 
c¡¡-= t2z+ iBy, 

dy 
-¡¡= -Sz-i2y. 

Resprusta: Inestable. 

194. Hallar los valores aproximados de la solución de la ecuación 
v' =v2 +:~: , que satisface a la condición inicial v=t, cuanrlo z=O. Hallar 
los valores de la solución para los siguientes valores de z iguales a 0,1; 
0,2; 0,3; 0,4; 0,5. Respue1ta: Y,_o,r> = 2,114. 

t9S. Hallar el valor e:proximado ll.,...1,4 de la solución de la ecuación 

y'+ .!.v=e", que satisface a las condiciones iniciales v= 1 cuando x= t. z 
Comparar el resultado obtenido con la solución exacta. 

196. Hallar los valores aproximados z1_ 1,, e v1_ 1,4 de las soluciones del 

sistema de ecuacipnes :: = v-z, :~ = - z-3y, que ~atisfacen a las condi
ciones iniciales v = t, cuando t = t y z =O. Comparar los valores obtenidos 
con los exactos. 



CAPITULO XIV 

INTEGRALES MULTIPLES 

f t. INTEGRAL DOBLE 

Sea en el plano Oxy un dominio cerrado• ) D, limitado por una 
curva L. 

Sea dada en el dominio D una función continua 

z = 1 (x, y). 
Dividamos el dominio D mediante curvas arbitrarias en n 

partes: 
~sh ~s2 , ds3 , ••• , ~Sn 

(fig. 276) la!> que llamaremos dominios parciales o elementos. Para 
no introducir nuevos simbolos designemos por dstt ... , doS¡. no 
sólo a los propios elementos, sino también sus áreas. En ca
da ~s1 (en su interior o en la frontera), 
elijamos un punto P 1; entonces obtenemos n y 
puntos: 

Sean 1 (Ps}, 1 (P2), ... , 1 (Pn} los valores 
de la función en los puntos elegi dos; 
formemos la suma de productos de la forma 
f (P,)~s1 : 

Vn = /(Ps) ~S1 + f (P2) ~s2 + · .. + f (Pn) dSn = 
n 

= ~ 1 (Pt) &, (1) o 
•~ t 

que se llama suma integral de la función F tg. 276 

X 

1 (:e, y) eu el dominio D. 
Si 1 ~O en el dominio D, entonces cada sumando 1 (P1)~s1 se 

puede representar geométricamente como el volumen de un cilindro 
elemental de" base ds1 y de altura 1 {P 1). 

• ) Un dominio D se llama cerrado, si está limitado por una curva cerrada 
y se considera que los puntos, ubicados en la frontera, pertenecen al dominio D. 
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Así, V,. es la su ma de los volúmenes de los cilindros elementales 
indir.ados, es decir, el volumen de un cierto cuerpo «escalonado)) 
(fig. 277). 

Examinemos una sucesión arbitraria de las sumas integrales, 
formadas con ayuda de la función f (x, y) en el dominio dado D: 

Vn., Vn~· .. . , Vn11 ,... (2) 

para diferentes métodos de di visión del dominio D en las partes tJ.s1• 

Supongamos que el diámetro máximo de los elementos tJ.s1 tiende 
a cero, cuando n"-+ oo . En este caso resulta válido el siguiente 
teorema que citemos aquí sin demostración. 

z 

X 

Fig. 277 Fig. 278 

Teorema 1. Siendo f (x, y) una finción continua en el dominio cerra
do D, la sucesión (2} de las sumas integrales (1) tiene un límite, si el 
diámetro máximo de !J.s1 tiende a cero, mientras que n -+ oo. Este 
límite siempre es el mismo para cualquier sucesión de la forma (2} , 
es decir, no depende del modo de división del dominio en los e~ementos 
tJ.s1 ni de la elección del punto P 1 dentro del dominio parcial tJ.s1• 

Este límite se llama integral doble de la función f (x, y) exten
dida por el dominio D y se designa así: 

SSt(P)ds ó SSt<x,y)dxdy, 
D D 

es decir, 
n 

lím ~ f (P1) tJ.s1 = n (x, y) dx dy. 
dlám 611-+0 i=t D 

Aquí D se llama dominio de integración. 
Si es f (x, y) ~ O, la integral doble de f (x, y) extendida por 

el dominio D es igual al volumen Q de un cuerpo limitado por la 
superficie z = f (x, y), el plano z = O y la superficie cilindrica, 
cuyas generatrices son paralelas al eje Oz y la directriz es la fron
tera del dominio D (fig. 278). 
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Examinemos ahora lQs siguientes teoremas acerca do la integral 
doble. 

Teorema 2. La integral doble de la suma de dos funciones 
cp (.x , y) + 'IJ> (x, y) , extendida por un dominio D es igual a la suma 
de las integrales dobles extendidas por este dominio D de cada una de las 
dos funciones por separado: 

~S [cp (x, y) -1- 'IJ>(x, y)lds= S S cp(x, y)ds+ S S '!>(x, y)ds. 
D n D 

Teorema 3. El factor constante se puede sacar fuera del signo 
de la integral doble: 

si a = const, tenemos: 

S S acp(x, y) ds = a S S cp(x, y) ds . 
D D 

La demostración de estos dos teoremas se efectúa de modo aná
logo a l que hemos practicado para demostrar teoremas correspon
dientes de la integral definida (véase tomo ! , §_3, ca p, X l). 

y 

o X 

Fig. 279 

Teorema 4. Si el dominio D está dividido en dos dominios parcia
les D, y D2, sin poseer puntos interiores comunes, y la función f (x, y) 
es continua en todos los puntos del dominio D, entonces: 

Hf(x, y) dxdy = SS f(:r, y)dxdy + SS f(x, y)dxdy. (3} 
D D 1 D2 

Demostración: La suma integral por el dominio D ::;e puede 
representar en la forma (fig. 279) 

~ f (P,) ós, = h f (P¡) ós, + ~ f (P,) ós¡, (4) 
D ~ ~ 

donde la primera suma contiene términos correspondien tes a los 
elemen tos del dominio D¡, y la segund a, términos corres pond ientes 
a l os elementos del dominio D 2• En efecto, como la integra l doble 
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no depende del modo de dividir el dominio D, dividámoslo de 
manera que la frontera común de D 1 y D 2 sea t,ambién una frontera 
de los elemetos lls1• Pasando en la igualdad (4) a l límite, cuando 
t:.s1 -+ O, obtenemos la igualdad (3). Es evidente que este teorema 
es válida para cualquier número de sumandos. 

§ 2. CALCULO DE LA I NTEGRAL DOBLE 

Sea un dominio D del plano Oxy tal que toda recta paralela a uno 
de los ejes de coordenadas (por ejemplo, al eje Oy) y que pasa por 

un punto interior*) del dominio, 
Y corta su frontera en dos puntos N 1 

o a X 

Flg. 280 

y N 2 (fig. 280). 
Supongamos que en el caso exami

nado el dominio D está limitado por 
las curvas: y = <p1 (x), y = <p2 (:e) y las 
rectas, x = a, x = b; que 

<i>t (x) <. q>2 {x), a < b; 

y además las funciones cp1 (x) y Ql2 (x) 
son continuas en el segmento [a, bl. 
Con vengamos llamar tal do mi ni o 

regular en la direcci6n del eje Oy. De modo semejante se deter
mina el dominio regular en la direcci6n del eje Ox. 

Un dominio regular en las direcciones de ambos ejes de coorde
nadas llamemos simplemente dominio regular. La figura 280 da un 
ejemplo de dominio reguJar D. 

Sea 1 (x, y) una función continua en el dominio D. 
Examiuemos la expresión 

b q¡, Cx) 

1 n = S ( ) 1 (x; y) dy) dx, 
a q¡,(x) 

la que llamaremos integral itera.ikL de segundo orden de la función 
f (:r , y), extendida por .el dominio D. En esta expresión al principio 
se calcula la integral entre paréntesis. La integración se realiza 
respecto a y, considerando x constante. Como resultado de la inte
gración obtenemos una función continua••) de x: 

r¡o,(x) 

<D (x) = ~ f (x, y) dy. 
'\>,(:<} 

•) El punto interior es un punto del dominio que no se encuentra on su 
frontera. 

• •) Aqul no se demuestra que la función <t> (:t) es continua. 
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Integramos la 6ltima función respecto a x entre los límites desde 
a ht~sta b: 

b 

10 = S <D (x) dx. 
a 

En definitiva obtenemos un número constante. 

E jemplo 1. Hallar la integral iterada de segundo orden 

1 o = i (r (z!+v') dv ) dx. 

Soluc16n. Calculemos al principio la integral interior , (entre paréntesis): 

X~ 

{' ( 11a } xiJ (zi)S z8 
d>(z)= .\ (z2+v') dv= x1v +T 

0 
- z1.z'+s-=z'+a· 

o 
Integrando la funeión obtenida desde O basta 1 hallamos: 

1 

S ( z 4 + ~
8 

} dz = ( ~ + ;.'7 ) ~ = ~ + i1 = 1~5 · 
o 

Determinemos el dominio D. En el caso dodo D es un dominio limitado por 
las líneas (fig. 281): 

v= O, z=O, v=xm, x=t. 

A vece.s puede ocurrir que el dominio D es tal que una de las funcio
nes y = IPt (x), y = q>z (x) no puede ser dada por una sola expre-

y 

y1 

1 
1 

~ o a e 
o 

Fig. 281 Fig. :!82 

si6n analítica en todo el intervalo de la variación de x (desdo x = a 
hasta x = b). Sea, por ejemplo, a< e< b, y · 

rp1 (x) = '/> (x) en el segmento (a, el, 
fPt (x) = X (x) en el segmento (e, b], 

donde 1jJ (x) y x (x) son funciones dadas analiticamente {fig. 282) . 
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En csle caso esr.ribamos la integral iterada de la manera siguiente: 
b fll:(x) 

S ( S t<x. y)dy)dx = 
(l q>,(.~) 

e fll:(x) b cp2(x) 

=S ( S J(x, y)ay)dx+ S ( S t(x, y)dy)dx = 
a q>1(rl e cp1(r) 

e q>2 (r) b q>2(r) 

= S ( S t (x , y) ay )dx + S ( S f(x, u> ay )dx. 
a >t{x) e x<xl 

La primera de estas igualdades está escrita en virtud de l a propiedad 
conocida de la integral definida y la segun da, por que en el segmen
to !a, el tenemos q>1 (:r.) = 'tp (x) y en el segmento le, bl, <!>t (x) = X (x). 

Si la funei6n <p 2 (x) es dada por diferentes expresiones analiticas 
en varias partes del segmento la, bl, la inscripción de la integral 
iterada de segundo orden será análoga. 

Determinemos ciertas propiedades de la integral iterada de 
segtmdo orden . 

Propiedad 1. Si un dominio D regular en la direeei6n del eje 
Oy lo dividimos en dos dominios D 1 y D 2 , mediante una recta paralela 
al eje O y o aL eje Ox, la integral iterada de segundo orden 1 D extendida 
por el dominio D será igual a la suma de integrales semejantes exten
didas por los dominios D 1 y D 2 , es decir, 

l n= l n,+ I n,. (1) 

Demostración. a) Supongamos que la recta x = e (a <e < b) 
divide el dominio D en dos dominios*) D 1 y D 2 regulaPes en la direc
ción del eje Oy. E ntonces 

b q>2(~·) b e b 

1 D = S ( S / (x, y) dy ) dx = S <1> (x) dx = ~ <D (x) dx + S <D (x) dx = 
a lj',(x) a a e 
e cr2(.r) b cp2(x) 

=S ( X f(x, y)dy )dx+ S ( S j(x, y)dy )dx = l 0 , + 10 ,. 
a q>1(x ) e q>1(x) 

b) Supongamos que la recta y = h divide el dominio D en dos 
dominios D 1 y D 2 regulares en dirección del eje Oy, de modo tal 
como se expone en la figura 283. Designemos por M 1 y M 2 los puntos 
de intersección de la recta y = h con la frontera L de ·n. Designemos 
las abscisas de estos puntos por a1 y b •. 

• ) El hecho de que una parte de la frontera de D 1 (también del d ominio Dz) 
es UD tramo de recta vert ical no impide que este dominio sea regular en la direc
ción del ej!'l Ov. En efecLo, para que un d ominio sea regular, es preciso sólo 
que cada recta vertical pasante por UD punLo interior de éste, tenga no más 
de dos puntos comunes con la frontera . 
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El dominio D 1 está limitado por las curvas continuas: 
1) y = <j)1 (x); 
2) la curva A 1M 1M 2B, cuya ecuación escribimos convencional-

mente en la forma · 

Y= <p; (x), 

teniendo en cuenta que cp: (x) = cp2 (x) cuando a-<: x-<: a1 y b1 -<: 
<X< b, y q11e 

cp; (x) = h, cuando a1 -<: x-<: b1; 

3) las rectas x = a, x = b. 

o a a 1 b,bx 

Fig. 289 

El dominio D 2 está limitado por las curvas 

Aplicando a la integral interior el teorema sobre la descomposi
ción del intervalo de integración, escribamos la identidad siguiente: 

b cp0(x) 

ID = S ( ~ f(x, y)dy)dx= 
o cp, (:x) 

b fl':(x) <P2(x) 

= S ( S t (x, Y) dy + S 1 (x, y) dy }dx = 
a <l'o (xl cp~(x) 

b Ql~(.~) b op, (.:r) 

= J( S 1 (x, y) dy )dx + J( S f (x, y) dy )dx. 
" <l',(x) a <~>i(xl 
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Descompongamos la última integral en tres integrales aplicando 
el mismo teorema a la integral exterior: 
b Ql.{x) a 1 c¡¡2(x) 

~ ( S f (x, y) dy} dx = ~ ( S 1 (x, y) dy} clx + 
a 'I'~(X) a !l'~(x) 

b, Ql2(x) b q,2(x) + S ( S t (x, y) dy )ctx + S ( S f(x, Y> dy )ctx; 
a , rp~(:le) 1> 1 q,~(x) 

como <p: (x) = cp2 (x) en los segmentos la, ad y (b11 b], las inte
grales primera y tercera son idénticamente iguales a cero. Por eso: 

b q>~(x) b 1 q,,(>:) 

lo=~ (S f(x, y) dy) ctx+ I (S f(x, y)dy)clx. 
a 'l>, (x) a, q>~(x) 

Aquí la primera integral es una i ntegral iterada de segundo orden 
por el dominio 0 1 y la segunda, por el dominio D1 . Por consiguiente, 

l o= l o,+ l o,. 
La demostración será semejante cualquiera que sea la posición 
de la secante M 1M 1 . Si la recta M 1M 2 divide aDentres o, incluso, 
en mayor número de dominios, obtenemos una relación, análoga 
a lo. (1) con el número correspondiente de los sumandos en el segundo 
miembro. 

Corolario. Cada uno de los dominios obtenidos podemos qividir 
de nuevo en dominios regulares en la dirección del eje Oy mediante 

y . 
rttl 

' 
o a b X 

Plg. 284 

una paralela a Oy o a Ox, y aplicar a éstos la igualdad (1). Por con
siguiente, se puede dividir D en cualquier número de dominios 
regulares mediante paralelas a los ejes de coordenadas 

D" Dz, D3, ... D¡, 
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en este caso también será válida la afirmación de que la integral 
iterada de segundo orden extendida por el dominio D es igual a la 
suma de estas integrales extendidas por los dominios parciales, es 
decir (fig. 284): 

In=ln,-f-In.+In,+ ... +In1• (2) 

Propiedad 2. (Evaluación de la integral iterada de segundo orden). 
Sean m y M los valores mínimo y máximo de la funct6n f (x, y) en 

el dominio D. Designemos por S el área del dominio D. En este 
caso tenemos la correlación 

b <P2(x) 

mS-< S { S f (x, y) dy )d:t -< MS. (3) 
a q: 1(x} 

Demostración. Evaluemos la integral interior, designándola 
por $ (x): 

cp2(x) cp2(x) 

<D (x) = ~ 1 (x, y) dy-< S M dy = M [ q>z (x) - q>1 (x)J. 
cp1(x) cp1(x) 

Obtenemos: 
b 1112Cxl b 

In= S {S f(x, y)dy)dx-<S M[q>z(x) -q>¡(x>Jdx = MS, 
a cp,Cxl o 

es decir 

Análogamente tenemos: 
<P2Cxl cp2(x) 

$ (x) = ) 1 (x, y) dy >- S m d:t =m [ q>z (x) - q>1 (x)], 
q>1(x) cp 1(x) 

b b 

In = S$ (x) d:t >-S m [ q>z (x)- q>1 (x)] dx = mS, 
o o 

es decir, 

De las desigualdades (3') y (3") se deduce la correlación (3): 

mS-< In-< MS. 

(3') 

(3") 

En el párrafo siguiente aclaremos el significado geométrico de 
este teorema. 

Propiedad 3 (Teorema de la media) . La integral iterada de 
segundo orden I 0 de una función continua f (x, y), extendida por un 
dominio D del área S es igual al producto de S por el valor de la fun
ción en cierto punto P del domin~o D, es decir. 

b q>,(x) 

S { S 1 (x, y) dy} d:t = 1 (P) S . ( 4) 
a q>1(x} 

11-536 
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Demostración. De la correlación (3) obtenemos: 

1 
m-< y-ID-< M. 

El número ; ID está comprendido entre las valores máximo y minimo 

de la función f (x, y) en el dominio D. En virtud de la continuidad 
de la función f (x, y), ésta toma en cierto punto P del dominio D 

1 
el V¡llor igual a S ID, es decir. 

de donde: 

1 
SID = f(P), 

ID = f (P) S. (5) 

§ 3. CALCULO DE LA I NTEGRAL DOBLE (CONTlNUACION) 

Tcotema. La tntegral doble de una función continua f (x, y), 
extendida por un dominio regular D, es igual a la integral iterada de 
segundo orden de esta funci6n extendida por D, es decir,*) 

b 'P2(x) 

S S t <x. y) ax dy = S ( S t (x, y) dy) r1x. 
D a op1(x) 

Demostración . Dividamos el dominio D por las paralelas a los 
ejes de coordenadas en n dominios regulares (rectangul ares): 

As11 .1.s2 • ... , .1.sn. 

En virtud de la propiedad 1 [fórmula (2) 1 del párrafo anterior 
tenemos: 

n 

ID=l~,. + I~ •• + ... + I M11 = ~ l~w (1) 
l=l 

Transformemos cada sumando del segundo miembro utilizando el 
teorema de la media para la integral iterada de segundo orden: 

h,1 = f (P,) ÓS¡. 

Entonces, la igualdad (1) toma la forma 
n 

1D=f(Pt).1.st+f(P0.1.sz + ... +f(Pn).1.sn= "i]f(P,).1.s¡, (2) 
1=1 

•) De nuevo suponemos que el dominio D es regular en la dirección del 
eje Oy y limitado por las curvas v = cp 1 (z), v = q¡2 (z) y las rectas z = a, 
z = b. 
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donde P 1 es un punto en 6.s1• A la derecha tenemos una suma inte
gral para la función 1 (x, y) extendida por el dominio D. Del teo
rema sobre la existencia de la integral doble se deduce que ellí~ite 
de esta suma existe y es igual a la integral doble de la función 

z~rrx.y) 

X 

Ftg. 285 

1 (x, y) por D , cuando n- oo y el diámetro máximo de los dominios 
parciales 6.s1 tiende a cero. 

El valor numérico de la integral iterada de segundo orden lv del 
primer miembro de la igualdad (2) no depende de n. Por tanto, 
pasando al límite en la igualdad (2), obtenemos: 

l v= lím ~f(P;)I:lst=SSI(x, y)dxdy 
dJámóa¡-o D 

ó 
S S f (x, y) dx dy = 1 n· (3) 
D 

Esrcibiendo la expresión de la integral iterada de segundo orden 
1 n en forma más detallada, en definitiva obtenemos: 

b <Poh:) 

SS f (x, y) d3: dy = S ( i !(x, y) dy )dx. (4) 
D a cp,(,.,) 

Observación 1. Cuando f (x, y) ~ O, la fórmula (4) toma una 
interpretación geométrica ilustrativa. Analicemos un cuerpo limi
tado por la superficie z = f (x, y), el plano z = O y la superficie 
cilindrica cuyas generatrices son paralelas al eje Oz y la directriz 
sigue la frontera del dominio D (fig. 285). Calculemos el volumen V 
de este cuerpo. Hemos indicado ya que el volumen de es.te cuerpo 
es igual a la integral doble de la función 1 (.x, y) extendida por el 
dominio D: 

V= S S f(x, y)dxdy. 
D 
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Calculemos ahora el volumen de este cuerpo utilizando los resulta
dos del § 4, cap. XII, tomo 1 sobro el cálculo del volumen de un 
cuerpo según las áreas de secciones paralelas. Tracemos el plano 
secante x = const (a< x < b), que corta el cuerpo. Calculemos 
el área S (r) de la figura obtenido en la sección x = const. Esta 

z 

o 

Ftg. 286 Ftg. 287 

\ 

' ' ' ' ___ ... 
1 
1 

'!r-x ___ .¡ ---

, 
2 

, , , 

g 

figura es un trapecio curvilioeo limitado por las líneas z = f (x, y) 
(x = const), z = O, y = cp1 (x), y = cp2 (x). Por consiguiente, esta 
área se expresará mediante la integral 

op1(xl 

S (r) = ~ f (x, y) dy. (6) 
op,(x) 

Conociendo las áreas de las secciones paralelas, es fácil hallar el 
volumen del cuerpo: 

b 

V = l S(r)dx, 
o 

o, sustituyendo S (x) en esta fórmula por su expresión de (6), tenemos: 
b <PoCx) 

V= ~ ( S 1 {x, y) dy ) dx. (7) 
o 4>,Cxl 

Los primeros miembros de las fórmulas (5) y (7) son iguales por tanto 
son iguales también sus segundos miembros: 

b <PoCxl 
Si f{x, y)dxdy = S ( ~ f(x, y)dy)dx. 
D o q 1Cxl 

No es dilicil aclarar ahora el significado geométrico del teorema 
sobre la evaluación de la integral iterada de segundo orden (la pro
piedad 2 del párrafo anterior): el volumen V de un cuerpo limitado 
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por la superficie z = f (x, y), el plano z = O y la superficie cillndri
ca, cuya directriz sigue la frontera del dominio D es superior que el 
volumen de un cilindro de base S y altura m e inferior que el volu
men de un cilindro de base S y altura M (m y M son los valores 
mínimo y máxímo de la función z = f (x, y) en el dominio D 
(fig. 286). Esto se deduce de que la integral iterada de segundo orden 
1 D es igual al volumen V de este cuerpo. 

Ejemplo t. Calcular la integral doble S S (4-:ri-v2)d:z:dy, si el domi
D 

nio D está limitado por las rectas :r = O, :z:=f,y=·O, v=}. 
Solucl6n. En virtud de la fórmula, tenemos: 

a¡, 1 3/2 

v= ~ [~<4-:rt-y2)d:z:]dv=~ [4:z: -y2:z:-~
3

Tdv= 
o o o o .,. .,, 

= ~ ( 4 - 111-+) av = ( 411 - u; - + 11) ! = ~ . 

Ejemplo 2. Calcular la integral doble de la función f(z, v}=1+:r+v, 
extendida por el dominio limitado por las lineas: v= -x, :z: = V!/. y= 2, 
~ ~o (fig. 287). 

Solución. 

2 ~ 2 r 
V = ~ [ ~ (1 + :r +y) d:r] dy = ~ [ z + :z:y + ~2 ] _ : dy = 

IJ -v o 
2 

= ~ [(Vil +Y11v + ~ )- ( -v- Y'+ 11; )] dv= 
o 
2 

~ [, 1 - 3y -v- u
2 J =J vv +2+u y-2 dy = 

e 
3 b 

[ 
2,,2 3y2 2y2 y3 ]2 !,4 - 5 

= -·-+- +-- - =-- , 12 +-3 4 5 6 O 15 V ;) • 

Observación l. Supongamos que el dominio D regular en la 
dirección del eje Ox está limitado pox las lineas 

x = 'IJ1 (y), x=,~~(y), y = c, y = d, 

siendo '1>1 (y) -<: '1> 2 (y) (fig. 288). 
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Es evidente, que en este caso tenemos: 
d $:(¡¡) n (x, y) dx dy = ~ ( ~ f (.7:, y) clx )dy. 

D e ~' ,(!/) 
(8) 

Para calcular una integral doble es preciso representarla en 
forma de una integral iterada de segundo orden. Esto se puede hacer 

y 
(j 

~ 
y lj 

~ 
~ 

e 

o X 
X O 

Fig. 288 Fig. 289 Fig. 290 

por dos procedimientos, utilizando la fórmula (4) o la (8). En cada 
caso coucreto, para calcular la integral doble elijamos una u otra 
fórmula según la forma del dominio D o del integrando. 

Ejemplo 3. Cambiar el orden do integración eo la integral 

1 (v:x ) 
1 = ~ J / (x, y) dy dx. 

Solución. El dominio de integración está limitado por la recta y=x 
y la parábola v= y; (fig. 289). 

Toda paralela al eje Ox cor ta la frontera del rlominio no más que 
en dos puntos. Por tanto, se puede calcular la integral según la fórmula (8) 
poniendo 

entonces: 
1 V 

1= i O f(x, y)dx)dg. 
o 112 

11 

Ejemplo 4. Calcular ~S é ds, si el dominio D es un tr iángulo limi
D 

tado por las rectas v= x, v=O, x = 1 (fig. 290). 
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Solución. Sustituyamos la integral doble dada por una integral iterada 
de segundo orden, uti l itaodo la fórmula (4). (Si usáramos la fórmu la (8), 

1! 
tendrlamos que integtnr la función i" respecto a :¡:; pero esta integra l no se 
expresa mediante las funciones elementales): 

1/ 1 X 1/ 1 l/ 

~ ~ ei ds = ~ ( ~ i-dy) d:l: = ~ ( xi): dx = 
D O O O 

= ~ :r(~-1)d:r= (~-1) ~211 = "-;
1 

= 0,859 ... 

o o 

Observación 3. Si el dominio D no es regular en la dirección 
del eje Ox, ni on la del eje O y (es decir, si existen rectas verticales 
y horizontales que pasan por los puntos interiores dol dom inio 
y cortan la frontera del dominio en más dos puntos), entonces no 

y 

o 

~\:\ 
~ 

Fig. 291 

-2 

X 

lj 

: 02 : 

o, m o, 2 X 

: O; : 
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podemos presentar la integral doble extendida por este dominio 
en la forma de una integral iterada do segundo orden. Si logramos 
dividir el dominio irregular D en un número fi nito de dominios 
regulares D~r D 2 , ••• , D11 en dirección del eje Ox ó Oy entonces, 
al calcular la integral doble por cada uno de estos dominios parcia
les (con ayuda de la integral iterada de segundo orden) y al sumar 
los l"esultados, obtenemos la integral buscada extendida por el 
dominio D. 

En la figura 291 so muestra el modo de dividir el dominio irre
gular D en dos dominios regulares D1 y D2 • 

Ejemplo 5. Calcular la integral doblo 

S) e"+ll ds 
D 
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extendida por el dominio D, encerrado entro dos cuadrados con el centro eo el 
origen de coordenadas y los lados paralelos a los ejes de coordenadas, si cada 
lado del cuadrado interior es igual a 2 y el del exterior a 4 (lig. 292). 

Solución. El dominio D es irregular. Sin embargo, !:as rectas z = - 1 
y z = 1 lo dividen en cuatro dollUnios regulares D~o D2 , D 3, D 4• Por eso: 

i S e"+ u a . ... ~ S e"+ll as+ S S e"+l! a.+ S S r+ll as+ S S r +ll as. 
D ~ ~ ~ ~ 

Representando cada una de estas integrales en forma de una integral iterada 
de segundo orden, hallamos: 

- 1 2 1 2 
S S ex+l! ds = S (S e>:+ll dy) dz+ ~ (S e>:+ll dg) dz+ 
D -2 - 2 -1 1 

1 - 1 2 2 
+ S (S e>:+uay)dz+ S (S ex+lldg)dz = 

- 1 -2 1 - 2 
= (eZ-e-t) (e-1-r2) + (e2-t) (e - r') + (r l-e-Z) (e-e- 1) + 

+ (e2-r2) (e~-e) - (eS-e-3) (e-e-•) = 4 senh 3senh 1. 
Obsenación 4. En adelante escribamos la integral iterada de 

segundo orden 
b 1!>1(x) 

ID = S ( S l(x, y) dy}dx, 
a cp,(x) 

omitiendo los paréntesis de la integral interior, es decir, en la forma: 
b '1>1(%) 

1 D = S S 1 (x, y) dy dx. 
a 1!>1(x) 

Aquí, (igual que en el caso, en que se ponen los paréntesis) conven
gamos que la primera integración se realiza respecto a la variable, 
cuya diferencial está escrit.1 primera y después, respecto a la otra 
variable, cuya diferencial está escrita en el segundo lugar. Notemos, 
sin embargo, que esta- regla no está generalmente aceptada. En 
algunas obras está adoptado el procedimiento contrario: al princi
pio, la integración se realiza respecto a la variable, cuya diferencial 
ocupa el último lugar*). 

§ 4. CALCULO DE AREAS Y VOLUMENES 
CON AYUDA DE INTEGRALES DOBLES 

t. Volumen. Como hemos visto en § 1, el volumen V de un 
cuerpo, limitado por una superficie z = 1 (x, y), donde 1 (x, y) 
es una función no negativa, el plano z = O y la superficie cilíndrica, 

• ) A veces se uliliza también la anotación siguienle: 
b '~'2 b <r>z 

ID-S o /(z, g)dv)az-s azs f(z, y)dg. 
a IP¡ a cp 1 
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cuyas generatrices son paralelas al eje Oz, y la directriz sigue la 
frontera del dominio D , es igual a la integral doble de la función 
f (x, y) extendida por D: 

V= SS f(x, y) ds. 
D 

Ejemplo t. Calcular el volumen de un cuerpo limitado por las super
ricias z=O, v -= 0, z +v+z= 1, : = 0 (fig. 293). 

Solución. 
V = S S (1-z-g)dydz, 

D 

donde D (rayado en la figura 293) es el dominio en forma triangular del 
plano Oxv limitado por las rectas z = O, v= O, z+ v-=1. 

z 

Ftg. 293 

z 

¡\li~~~,.: 
1 

Z•t/1(;r,y) : 

Fig. 294 

1 
1 
1 
1 

Poniendo los limites en la integral doble, calculemos el volumen: 
1 1- x 1 

v ... ~ ~ (i-x-fl}dydx= S[<!-x}y-~~;J~-xd:l:= 
o o o 

Así, V= f unidades cúbicas. 

Observación t. Si el cuerpo, cuyo volumen se busca, está limi
tado por arriba y por debajo por las superfi.cies z = <1>1 (x, y) ~ O 
y z = <1>1 (x, y) ~ O, respectivamente, siendo D la proyección de 
ambas superficies sobre el plano Oxy, entonces, el volumen V de este 
cuerpo es igual a la diferencia entre los volúmenes de dos cuerpos 
«cilíndricos>>, el primero de los cuales tiene D como base inferior 
y la superficie z = «1>2 (:e, y), como base superior, y el segundo 
tiene D también como base inferior y la superficie z = <1> 1 (z1 y), 
como hase superior (fig .. 294). 
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Por eso, el volumen V es igual a la diferencia de dos integrales 
dobles: 

V= Sr CD2 (x, y) ds - ~ ~ (J), (x, y) ds, 
Ó D D 

V= ~ ~ [<D2 (x, y)- <D1 (x, y)] ds. (1) 
D 

Es fácil demostrar que la fórmula (1) es válida no sólo cuando 
<1>1 (x, y) y <1>2 (x, y) son funciones no negativas, sino también, 

cuando <D1 (x, y) y <1>2 (x, y) son 
Y funciones continuas arbitrarias que 

o 

-2 

Ftg. 295 

satisfacen la correlación: 

<Dz (x , y) > <1> 1 (x, y). 

Observación 2. Si la función 
f (x, y) cambia de signo en el 
dominio D, divida nos a éste en dos 
dominios: 1) douinio D., donde 
f (x, y) > O; 2) cominio D 2 , donde 
f (x, y) -<: O. SupJngamos que D 1 

y D2 son tales a 1e por estos domi
nios existen las integrales dobles. 
En este caso la integral por el 
dominio D1 será positiva e igual al 
volumen del cuerpo dispuesto por 
encima del plano Oxy. La integral 
extendida por D 2 será negativa 

e igual por su valor absoluto al volumen del cuerpo dispuesto 
por debajo del plano Oxy. Por consiguiente, la integral extendida 
por el dominio D expresará la diferencia de los vol úmenes corres
pondientes. 

2. Cál culo del á rea de un dominio plano. Si formamos una suma 
integral para la función f (x, y) = 1 por el dominio D, obtenemos 
el área 

n 

S=~ 1 · ~S¡ , 
1=1 

cualquiera que sea la división. Pasando al límite en el segundo 
miembro de la igualdad, obtenemos: 

S= lS dxdy. 
D 

Si el dominio D es regular (véase, por ejemplo, fig. 280), el área S 
se expresará mediante la integral interada de segundo orden 

b cp,(x) 

S=~ ( l dy)dx. 
11 <¡>,(x) 
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Después de la integración de la integral entre paréntesis, tenemos: 
b 

~ =S [<p~ (x)- cp1 (x)J dx 
a 

(véase§ 1, cap. Xlf, tomo 1). 
Ejemplo 2. Calcular el úrea de un dominio limitado por las curvas 

!1 = 2 - z', !1 = z. 
Solución. Determinemos los puntos de intersección de l as curvas dadas 

(fig. 205). Las ordenadas de dos curvas son iguales en el punto do intersección. 
es decir, 

z = 2- z 2 , 

de donde: .z 2 + .z- 2 = O, .z1 = -2, .z2 = t. 
Hemos obtenido dos puntos de intersección: 

M 1 (- 2, - 2), M 2 {1, 1). 

Por tanto, el área buscada es: 
1 2-.x% 1 

S = ~ ( ~ dg)dz= ~ (2 -x2- .c)dx =[2.c-.=:_.=.:..J' =~ ~ ~ .) 3 ~ -2 6 . 
- 2 X - 2 

§ 5. I NTEGRA L DOBLE EN COORDENADAS POLARES 

Sea dado en el sistema de coordenadas polares O, p, un dominio D 
tal, quo todo rayo•) pasante por un punto interior de D corta la 
frontera del dominio no más que en dos puntos. Supongamos tam
bién que el dominio D está limitado por las curvas p = <1> 1 (0), 
p = CD2 (O} y los rayos e = a, y O = ~. siendo <1>1 (O} -< <1>2 (9) 
y a < ~ (fig. 296). Diremos que un dominio tal es regular .. 

Sea dada en el domiuio D una función continua do las coorde
nadas e y p: 

z = F (9, p). 
Dividamos arbitrariamente D en los dominios parciales ó.s11 ó.s2 , •• 
• . • , Ó.Sn . 

Formemos la suma integral: 

" V n = 2j F (Ph) ó.s,., (1) 
~- 1 

donde P" es un punto en ó.s11 • 
Del teorema sobre la existencia de la integral doblo se deduce 

que cuando el diámeti'O máximo de ó.s,. tionde a cero, la suma iute-

• ) Llamemos rayo a toda semirrl'cta que parte del origen de coordenadas , 
es decir, del polo P. 
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gral (1) ti-ene un limite V. Según la definición, este límite V es la 
integral doble de la función F (8, p) extendida por. el dominio D: 

V= n F(6, p)ds. 
D (2) 

Calculemos aquí esta integral doble. 
Como el límite de la suma integral no depende del modo de 

dividir D en los dominios parciales 6.s" , podemos dividirlo, para 
la comodidad, mediante rayos e = 80 , 8 = eh 8 = 82, ...• 
. . . , e = 0,. (donde 90 = a, 8,. = ~. 80 < O, < Oz < ... < 6,.) 
y las circunferencias concéntricas p = p0 , p = p,, ... , p = Pm• 

[donde p0 es igual al valor mínimo 
de la función <D1 (6) y Pm• al valor 
máximo de <D2 (8) en el intervalo 
a -< 8 ~ ~; Po < Pt < ... < Pml. 

p 

Designemos por 6.s1" el dominio 
parcial limitado por las líneas 
P = p,_" P = p,, e = eh_,, e = e". 

Sean aquí tres tipos de los do
minios parciales 6s1": 1) los que 
no se cortan por la frontera y se 
sitúan dentro del dominio D; 2) los 
que no se cortan por la frontera y 
se sitúan fuera del dominio D; 
3) los que se cortan por la frontera 
del dominio D. 

La suma de los términos, coFtg. 296 
rrespondientes a los dominios par

ciales cortados, tiene por límite cero, cuando 6.8"' --+ O y 6p; --+ O, 
por lo que estos sumandos no se toman en cuenta. Los dominios 
parciales 6.s111 que se encuentran fuera de D y no entran en la suma 
integral no nos interesan. Por consiguiente, se puede escribir la 
suma integral en la forma: 

n 

V n = ~ [~ F (P11,) 6s1,.] , 
ll~ t 1 

donde P 111 es un punto arbitrario de 6s111 • 

El signo de suma doble significa aquí, que al principio sumamos 
por el indioe i , considerando k constante (es decir, sumamos todos 
los términos que corresponden a los dominios parciales comprendi
dos · entre dos rayos vecinos*). El signo de suma externo significa 

•¡ Observemos que al sumar por el {ndico 1, éste no tomará obligatoria
mente todos loe valores de 1 a m, puesto que no todos loe dominios parciales 
situados entre los rayos e = e,. y e= e,.+, pertenecen a D. 
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que nosotros unimos todas las sumas obtenidas durante la primera 
adición (es decir, sumamos por el índice k). 

Hallemos la expresión del área del dominio parcial ~s<-'• que no 
se corta por la frontera de D. El área es igual a la diferencia de las 
áreas de dos sectores: 

~s11< = _! (p¡ + ~PI)2 ~ek- _! P~~O-' = (p, + ~PI ) ~piMk 
2 2 2 

6 
~s111 = p; ~Pt óe11 , donde P1 < p; < p¡ + ~p,. 

Así, la suma integral tiene la forma•) 
n 

Vn = ~ [~ F{e:. p;) p;~p~~e"J, 
11 = 1 i 

donde P (e:, pt) es un punto de ~sllt· Saquemos el factor ~e" fuera 
del signo de la suma interior (esto se permite, puesto que es un factor 
común para todos los términos de esta suma): 

Supongamos que ~p1 -+ O y ~e" queda constante. En este caso, 
la expresión entre paréntesis tenderá a la integral 

<~>2<e!> 
~ F (e~. p) pdp. 

<~> ,(e!> 

Suponiendo ahora que ~e~~ -+ O, . en definitiva, obtenemos••): 
Jl <1>2(9) 

v = S ( S F (e, p) P dp )da. (3) 
(1 <1>,(8) 

•) Podemos analizar la suma integral en esta forma , puesto que c•l limite 
do la suma no depende de la posición del punto dentro del dominio parcial. 

.. ) Nuestra deducción de la fórmula (3) no es rigurosa al obtenerla, al 
principio, hemos t.éndido ~PI a cero, conservando MIA invariable y sólo después 
hemos tendido ~eA a cero. Esto no corresponde completamente a la definición 
de integral d?ble la que consideramos como el límite de una suma integral, 
cuando los diámetros máximos de los dominios parciales tienden a cero 
(os decir, cuando ~aA y ~PI tienden simultáneamente a cero). Sin embargo, 
a pesar de la fa!• '\ de rigurosidad en l a demostración, el resultado es justo (es 
decir, la fórmula (3) es v4lida). La demostración rigurosa podría sor efectuada 
mediante el método ut ilizado para el examen do la integral doble en las coor
denadas rectanln!lares. Notemos, que esta fórmula será deducida t ambién 
en § 6, partiencfo de otras consideraciones (como caso particular tle la fórmula 
más general para transformar las coordenadas dentro do la integral doblo). 
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La fórmula (3) sirve para calcula1· integrales dobles en las coor
denadas polares. 

Si la primera integración se realiza por e, y la segunda, por p, 
obtenernos la fórmula (fig. 297): 

P2 <02(p) 

V= S ( S }' (9, p) d9 )p dp. 
p, lú,(n> 

(3') 

Supongamos que es preciso calcula1· la integral doble de la fun
ción 1 (x, y) , dada en coordenadas rectangulares y extendida por 
el dominio D: 

Uf (x, y) dx dy. 
D 

Si D es un dominio regula1· en coordenadas polares e, p, el cálculo 
de la integral dada se puede reducir a la determinación de una inte-

Ftg. 297 Fig. 298 

gral iterada de segundo orden en coordenadas polares. 
En efecto, puesto que 

X = p COS 9, y = p seo e, 
1 (x, y) = 1 [p cose, p sen 9) = F (9, p) , 

por tanto, tenemos 
j} G>2(0) 

SSt(x, y)dxdy=S( S / Lpcos9, psen9] pdp)d9. (4} 
D <l G>,(~) 

Ejemplo t. Calcular el volumen V del cuerpo limitado por la superficie 
esférica 

y el cilindro 
: 1 + y 2 

- 2ay = O. 
Solución. Como el dominio de integración se puede tomar, en este ejemplo, 

la base de un cilindro : 1 + y 2 - 2a¡¡ = O, es decir, un círculo de radio a y 
centro en el punto (O,a). La ecuación de este círculo so puede escribir en 11l 
forma: :• + (y- a) 2 = a• (fig. 298). Calculemos la cuarta parle del volumen 
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V, es decir, la parte dispuesta en el primer oct i\Dte. Entonces, en calidad del 
dominio de integración debemos tomar un semicirculo, cuyas fronteras son 
determinadas por los ecuaciones: 

%=1P1 (v) =O, %=q>z(v)= Y2av-v2 , 

v=O, v=2a. 
El integra.ndo es 

Por tanto, 

2a Y2011-111 ! V = S ( S Y4a2-%Z-y2d%) dg. 
o o 

Transformemos la integral obtenida para las coor denadas polares 9, p: 
2: = pcos9, y= p sen e. 

Determinemos los limites do integración. Para esto escribamos la ecua
ción de circunferencia dada en coordenadas pola-
res: puesto quo 

tenemos: 

ó 

%2+y2=p2, 

y = p sen e. 

p2-2apsene = O 

p=2a sen e. 
Por consiguiente, las fronteras del dominio 

en coordenadas polares (fig. 299) so determinan 
por las ecuaciones: 

,----, 
" / 

1 

Flg. 299 

p = <Dt (0)=0, p = <D2(6) = 2asen e, a =O, P= ~ , 

el integrando tiene la forma 

F (0, p) = V4a2-p2 , 
Por consiguiente, obtenemos: 

n n 
2 2a seo e 2 

~ = S ( S Y4a2 -p2pdp) dO = S [ (4a2-p2)'''J 2a sen 9 
3 o dO= 

o o o 
:e 
2 ""'-f S 1(4a2- l¡a2 son2 8)3/v_ (4a2)11a¡ dO = 
o 

n 
2 

-~ ~ - 3 ,) 
4 (1-cos' 8) dO=g a' (3n-4). 

o 
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Ejemplo 2. Calcular la integral de Poisson: 
+oo J .,.-xl dz. _.., 

Solución: Calculemos al principio la integral l¡¡ = S~ e- x•- u2 d:r dy, 
D 

donde el dominio de integración D es un circulo 

(fig. 300). 
Pasando a las coordenadas polares e, p, tenemos: 

b R b R 

In=~ ( ~ e-P'p·ap) de = --}~ e- P•Iae=n(t-e- 11
'). 

o o o b 
Si hacemos que el radio R tienda al infinito (es decir, si ampliamos 

lr•definidamente el dominio de integración), obtenemos la así llamada inte-

Flg. 900 Fig. 901 . 

gral múltiple impropia: 
2.n oo 2n R 
i U e-P'pdp)de = lím l (\ ~-P~pdp}d9 = Jím n(t-e-112) = n. 
O o R~oo o ~ R- = 

Demostremos, que la integral S S e-x'- 112 d:r dy tiende al limite n, 
D' 

cuando el dominio D' de forma arbitraria se amplia de modo tal, que todo 
punto del plano se encuentre, por fin, en D' y permanezca en él (anotemos 
convencionalmente esta &ll!_pliación del dominio D' por la correlación 
D' .... ex:>). 

Sean R 1 y R2 la11 distancias minima y máxima de la frontera• del 
domini.o D' a partir del orirn de coordenadas (fig. 301). 

Como la función e-x•-v >O por dondequiera, las desigualdades 

1¡¡1 <:S S e-xl - ¡¡1 dx dy <: I¡¡, 
D' 

6 

n (t -e-11f) <:S l e-x'-111 dx dy <: n (1-e-111) 
D' 

son válidas. 
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Como D'- oo, es evidente que R 1 - co y R1 - oo y los miembros extre
mos de la desigualdad tienden a un mismo limite n. Por consiguiente, a este 
límite tiende también el miembro medio, es decir, 

lím X S ,-x•-v• d:r dy = n. (5) 
o·-oo 'o• 

Supongamos, en particular, que el dominio D' es un cuadrado de lado 
igual 11 2a y centro en el origen de coordenadas¡ entonces: 

a a a o 
i S .,-.••-v• d:r dy= ~ J , - xt-ut d:r dy .,... ~ S .,-.x•.,-11' d:r dy = 
D' -a -a -a-o 

a a 

S ( r -x• - v• d ) d = l e ' :r !1· 

Snqut-mos ahora el factor ,-v' ruera del signo de la integral interior (pode
roo~ hacerlo, puesto que ,-u• no depende de la variable de integración t:>:), 
Entonces 

a a 
• t -xt-us d d ( -u• ( ~ -xt d ) d 
~J' %!J = Jt J" %y. 
D' -a -a 

u 

Pongnmos S , - .ra dx=Ba. Esto es un número constante (dependiente sólo 
- a 

de a); por esto 
a a 

i ~ ,-x'-111 d:>: dy = S , -u• Ba dv = Ba S .,-u' dv. 
D' -a -a 

a 

Pero. la última integral es ¡también igual a Ba (puosto que } ,-x' d:r-
-a 

a 
= S ,-v• dv)i por consiguiente, 

-ll 

S l ,-xt~-utd:rdv-BaBa-B!. 
D' 

Pa!'c•mos en esta ecuación al límite, haciendo que a tienda al infinito (en este 
cnso D' se amplia indefinidamente): 

a +oo 
l.ím S S e-x•-111 dzdy= Jim 8~ = lim [ ~ , - xad:r)2 =( S , -"'1 d:r]1

. 
D -oo D' a-oo a-e» - a _ 00 

Pero, según lo demostrado (véase (5)), 

Hm SS ,-.rt-~ d:r dy =n. 
o·-oo D' 

Por tanto: 

12- b30 
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ú 

- oo 

l::sta integral se r ucuentra a menudo l'n la lt-oría ole Jll'<•l•allilidadcs y un lt~ es ta
dís tica. Notemos, que es imposible calcular t•sta iu...,gra l directamcut.c (con 
uyulla do la Í11tegral indefinida), pues to que lu primit.iva J c· d-x2 no S(' oxpre
~:u medit1ntu las fnnciom·s elementales. 

§ 6. SUSTITUCION DE VARIABLES 
EN UNA INTEGrtAL DORLE (CASO GENERAL) 

StJa dado en el plano Oxy un dominio D limitado por la curva L. 
Sup011gamos también que las cuordenadas x e y son las funciones 
de Ius nuevos variables u y v: 

x =:' q> (u, v), y ~ '1¡ (u, v), (1) 

donde las funciones q> (u, v) y '1• (u, v) son uniformes, coul iuuns 

V 

L' 
!~ o: ~ 

1 Jv [~ J V 1 o• <1 
\ 

t-
./ 

o U U~>!JU u 

Fig. 302 Fig. 303 

y lienen las derivadas continuas en cierto dominio D' que será defi
nido abajo. En este caso, según la fórmula (1), a cada par de valores 
n y v conesponde un solo par de valores x e y. Supongamos, aho1·a. 
que las funciones q> y '11> son tales que, si damos a x e y los valores 
determinados en el dominio D , entonces, según las fórmulas (1) deter
minemos los valores definidos de u y v. 

Analicemos el sistema de coordenadas rectangulares Ouv 
(fig. 302). De lo expuesto arriba se deduce, que a todo punto P (x, y) 

·en el plano Oxy (fig. 303) corresponde uniformemente un punto 
P' (u, v) del plano Ouu de coordenadas u, u definidas por las fór
mulas (1). Los números u y v se llaman coordenadas curvilíneas del 
punto P. 

Si un punto describe en el pl ano Oxy la curva cerrada L que 
limita el dominio D , entonces en el plano Ouv el punto correspon
diente describirá una curva cenada L' que limita un cierto dominio 
D'¡ además, a cada punto de D' le corresponde un punto de D.· 
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Por consiguiente, las fórmulas (1) establecen una correspondencia 
biunívoca entre los puntos de los dominios D y D', o, como se dtce 
también, representan biunívocamente a D en D'. 

Analicemos en D' una recta u = const. En general, por las fórmu
las (1) hallemos que en el plano Oxy le corresponde una cierta curva. 
Del modo igua l a toda recta v = const del plano Ouv le correspon de 
una cierta curva en el plano Oxy. 

Mediante rectas u = const y v = coost dividamos el domi
nio D' en los dominios parciales rectangulares (no tomamos en 
cousideracióo los rectángulos que tocan la frontera de D'). Las curvas 
correspondientes dividen el dominio D en ciertos cuadriláteros 
curvilíneos (íig. 303). 

Analicemos en el plano Ouv un rectángulo /1s', limitado por l as 
rectas lL = const, u + 11u = const, IJ = const, v + 11v = const 
y el cuadrilátero curvilíneo 11s que le corresponde en el plano Oxy. 
Las áreas de estos doo1inios parciales designémoslas por 11s' y !1s, 
respectivamente. Es evidente, que: 

!1s' = 11u!1v. 
Hablando en general, las áreas !1s y /1s' son diferentes. 

Sea dada una función continua 

z = 1 (:~.y) 
en un dominio D. 

A todo valor de la función z = 1 (x, y) del dominio D, corres
ponde un mismo valor de la función z = F (u, v) en D', donde 

F (u, v) = 1 [cp (u, v), '1> (u, v)). 
Examinemos las sumas integrales de la función z extendidas 

por el dominio D. Evidentemente, se verifica la igualdad siguiente: 
"f./ (x , y)ós = "f.F (u, v)ós. (2) 

Calculemos /1s, es decir, el área del cuadrilátero curvi líneo 
P 1P2P 3P 4 en el plano Oxy (véase fig. 303). 

Determinomps las coor·denadas de sus vértices: 

P 1 (x1 ,y1) , x 1 =cp(u, v), 

P z (x2, y,), Xz = cp (u + 11u, v), 

P a (x3, y3}, x3 = cp (u+ 11u, v + /1v), 

P, (x,, y4), x4 = tp (u, v + 11v), 

y 1 = ,¡,(u, v), 

Y2 = '1> (u+ óu, v), 

!/8 = '!>(u, + ÓlL, V+ Óv), 

y, = ,¡,(u, v + /111). 
Al calcular el área del cuadrilátero curvilíneo P 1P2P3P 4 , con

sideremos que las líneas P 1P 2 , PzP3 , P 3 P 4, P 4P 1 son, por pares, 
rectas paralelas; además, sustituyamos los incrementos de las ñrn
ciones por sus diferenciales correspondientes. De este modo, menos-

12• 
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preciemos las infinitesimales de orden superior un comparac10o 
con las ó.u, l:iv. En este caso, lus fórmulas (3) toman la forma: 

z1 = q> (u, 1'), Y1 = '1, (u, !-'), ') 

x2 = 1J> (11, v) + iJq> Ó.ll, !1• = '1: (u, t") + cJij> 11", 
ou c)u 

oljl ll'l> 
Y3 = 'i' (u, u) + - 1\u + - ó.v, 

iJu ov 1 
o1p r?q> 

:r. = cp (11. 1') + - /),.¡¡ + - Ó.t>, .. au ()v 

acp 
x4 =cp(u, v)+-l:iv, 

av 
y, = '1> (u, v) + 0'1> l:iv. 

OV J 
(3') 

Hechas las suposiciones mencionadas, podemos considerar el 
cuadrilátero curvilíneo P 1P2P3P, como un pnralelógramo. Su área 
l:is es aproximadamente igual al área duplicada del triángulo 
P 1P 2P3 , y se determina mediante la aplicación de In fórmula co
rrespond iente de la geometría analítica: 

l:is ~ 1 (x3 - Zt) (!13- y2) - (z3- xz) (y, - Yt) 1 = 

1 ( 
acp acp ) ÜIJl acp ( c1lp iJII> ) 1 = - l:iu + - !111 - l:iv- - l:iv - l:iu + - l:iv = 
iJu av av fJv {)¡¿ iJv 

1 

dcr> iJip acp Ulj> 1 1 iJcp a,~ ocp illjl 1 
= -- 611Ó.t> ---11ul1v = -- - - - D.ul:iv= 

ou ov iJv {}u iJu iJv Dv iJu 

l:iui'J.v. 

Las lineas verticales secundarias exteriores de Ja determinante 
significan que ésta se toma por su valor absoluto. Introduzcamos 
la designación: 

= l. 

Por consiguirnle, 
(4) 
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La determinante 1 se llama determinante functonal o jacobiano 
(por el nombre del matemático alemán Jacobi) de las funciones 
q> (u, v) y 'P (u, v). 

La igualdad (4) es sólo aproximada, puesto que, al calcular el 
área de l::r.s, hemos menospreciado las infinitesima les de orden supe
rior. Sin embargo, cuanto menores son las dimensiones de los domi-

lj 

f e' L' o' 

o f ,j ~ 
~-, 

N '1!!.. 
~ 

.f'q 8 LÍ 1 
A' 

X o a (J 

Fig. 904 Flg. 305 

nios parcialas t:.s y l::r.s', tanto más precisa será la igualdad. Pasando 
al límite, la igualdad comienza a ser precisa, cuando los diámetros 
de los dominios parciales ó.s y ó.s' tienden a cero: 

1 1 1 = lí m tls, 
d lám t>. a· •O l::r.s 

Apliquemos ahora la igualdad obtenida al cálculo de la int egral 
doble. En virtud de la igualdad (2), podemos escribir: 

~f(x, y)l::r.s ~ ~F(u, v)ll[t:.s' 
(la suma integral del segundo miembro se extiende por el dominio D'). 
Pasando al limite, cuando diám l::r.s'---+ O, obtenemos la igualdad 
exac.ta: 

n f (x . y) dx dy = n F (u, v) 1 l 1 du dv. 
D D' 

(5) 

Esta es la fórmula de transformación de las coordenadas dentro de la 
Ílltegral doble . Ella permite reducir el cálculo de una integral doble 
extendida por el dom inio D a l cá lcu lo de una. integral dohle exten
dida por el dominio D' , lo que puede simplificar el problema. 

La primera demostración rigurosa de esta fór mula per tenece a l 
distinguido matemáti co ruso M. V. Os trogradski. 

Obsenación. El paso de las coordenadas rec tangulares a las 
polares. examinado en el párrafo anterior, es un caso particular 
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del cambio de variables en uua integral doble. Aquí tenemos u = O, 
V = p: 

X = r cos e, y = p son O. 
El arco AB (p = p1) del plano Oxy (fig. :304) está representado 

por la recta A'B' en el plano Oep (fig. 305); el arco DC (p = p2) 
del plano Oxy, por la recta D'C' en el plano OOp. 

Las rectas AD y B C del plano Oxy están representadas por las 
rectas A' D' y B'C' en el plano Dep. Las curvas L 1 y Lz se represen
tan por las curvas L; y L;. 

Calculemos el ja.cobiano de la transformación de las coordenadas 
Cartesianas X e y en las polares e y p: 

ax ax 
00 ap ¡-psen6cose 1 2 2 1 = = e e = - p sen e - pe os o = - p. 
a a reos sen y y 
aeap 

Por consiguiente, 1 1 1 = p, entonces 
11 <D:(O) n 1 (x, y) dx dy = i ( ~ F (8, p) p dp )d6. 

D a <D,(O) 

Esta es la fórmula obtenida eu el párrafo anterior. 

V•S 

u 
Ftg. 306 

cuyos lados son paralelos a 
Pongamos 

Ejemplo. Calcular la integral doble 

! S (y-x) dx dy 
D 

donde D es el dominio del plano Oxy li
mitado por las rectas 

v =x+ 1, y x-3, 

1 
y =-3 x t 5. 

El cálculo direct.o de esta integral 
doblo seria una tarea dificultosa, pero 
un cambio simple de variables permite re
ducirla a la integral por un rectángulo, 
los ejes do coordenadas. 

'1 
u = y-:r, V = !J f- J:r . (6) 

Entonces, las rectas 11 = x+ l , y=x-3 ~crán rcprcsentada.s respectivamente 
1 7 por las rectas u = 1, u = -3 en el plano Ouv; las rectas 1/ '"' -3:r+3 , 

t 7 
JI = - 3 :r+5, por las v= a, u=5. 
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Por lanlo, el dominio dado D será representado por el dominio rectangu
lar D' expuesto en La fig . 806. Nos queda calcular el jacobiano de transfor
mación. Con este !in expresemos :r e v en función de u y u. Resolviendo el 
sistema de ecuaciones (6), obtenemos: 

3 3 1 3 
:r = - T,u+T,v; v=-¡u+T,v. 

l'or consiguiente, 
oz. oz. 3 3 

1 = aü Tv -T. 4 9 3 3 
av av 1 3 = - ts- ¡¡¡= --¡- · 

Tu Tv 44 

y el valor absoluto de jacobiano es 111 = ! . Por eso, 

~~ (y-z)dz.dv= ~~ [(+fu+{v)-(-fu+fv)]{audv= 
D D' 

5 1 

= ~ ~! ududv= ~ ~ fududv= -18. 
Dt 7 - 3 

3 

§ 7. CALCULO DE LAS AREAS DE SUPERFICIES 

Supongamos que es preciso calcular el área de una superficie 
limitada por una curva r (fig. 307); sea dada la superficie por una 

z 

o ~~¡ _¡_¡ ! . : :-
: : . : y 

~!P,) D ~ 
Is¡-

L X 

Fig. 307 Fig. 308 

ecuación z = 1 (x, y), donde la función f (x, y) es con.tioua y tiene 
las derivadas parciales continuas. 

Sea L la proyección de la curvar sobre el plano Oxy. Designemos 
por D el dominio del plano Oxy, limitado por L . 
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Dividamos arbitrariamente el dominio D en n. dominios parcia
les o elementales 6stt 6s2 , • • • , 6sn. Tomemos en cada dominio 
pal'Cial 6s1 un punto arbitrario P 1 (s,. TJ 1). Al punto P1 correspon
derá un punto en la superficie 

M, [E, TJ¡, f (~,. TJ,)]. 

Por el punto M 1 tracemos un plano tnugente a la superficie. Su 
ecuación será: 

z - z1 = f~ (~1 , T)1) (x- 61) + f~ (~, T)¡) (y - T) 1) (1) 

(véase § 6, cap. IX , tomo I). En este plano elijamos un dominio 
parcial MJ 1 tal que se proyecta sobre el plano Oxy en forma del 
dominio elemental ó.s1• Consideremos la suma de todos los dominios 
elementales 6a1: 

n 

~ 6a1• 
t~l 

El limite a de esta suma, cuando el máximo de los diámetros 
de ó.a1 tiende a cero, llamemos área de la superficie, es decir, según 
la definición, pongamos: 

n 

a= lim ~ óa1• (2) 
dllim Ao¡ -o t- t 

Calculemos ahora el área de la superficie. Designemos por y 1 

el ángulo formado por el plano tangente y el plano Oxy. Basándonos 
en la fórmula conocida de la geometría analítica, podemos escribir 
(fig. 308): 

tl.s1 = ó.a, cos y 1 

ó 
6s1 6a1 = - - . (3) 

cosy1 

El ángulo y1 también está formado por el eje Oz y la normal al 
plano (1). Por eso, en virtud de la ecuación (1) y de la fórmula co
rrespondiente de la geometría analítica tenemos: 

1 
cosy1 = . 

Vt+t:c6,, T)¡) + fr7<E~. TJ •> 
Por consiguiente, 

M,=V't+r.:cE,, TJ¡)+ /~2 (~,. TJ ¡) 6s¡. 
Poniendo esta expresión en la fórmula (2), obtenemos: 

n 

a = lím ~ V1 + t: (s,, TJ •> + r; (6,. TJ ,) 6s,. 
df6m Ao¡-+O 1- t 
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Como el limite de la suma integral del segun do miembro de ·esta 
última igualdad es, según la definición. la integral doble 

r 1 v 1 + ( :: r + ( :; r dx dy 
D 

en di fioiti va, tenemos: 

a= 1 f v1 + ( :: r + ( :; r dxdy. (4) 
D 

Esta es la fórmula que permite calcular el área de la superficie 
z = f (x, y). 

Si la ecuación de la superfi cie es dada en la forma 
x = ¡.¡ (y, z) o en la forma y = x (.r, z) , 

Flg. 309 

entonces las fórmulas correspondientes, para calcnlar las superficies, 
t ienen la rorma: 

a = 11 v 1 + ( :; r + ( ~: y dy dz. (3') 
D-

a= 11 v 1 + ( :~ r + ( :: r dx dz. (3" ) 
[)n 

doude D' y D' son los dominios de los planos Oyz y Oxz en los 
cuales se proyecta la superficie dada. 

Ejempl o f. Calcular la s uperficie a de la t>sfera 
z'+ v' -1- z'= Rt. 

Solución. Calculemos la superficie de la mitad suprrior d~ la csfcr.• 

: = yRt-z~- vt 
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(fig. :1<.19). En este caso wnemos: 
0% % 

7fZ= 1fj1'2-z2 - y2 

dz y 
iJy =- 1/f12- z2 - y2 · 

Por tanto, 
~--~--~--~--~ 

V ( a: ) 2 ( ü: ) 2 V 112 R 1 + - + - = ---- = -=:-r===:::;;:;::=;; iJ:t iJv R2-x2 - y2 VR'l-:t~- !12 
El dominio de integracióu está detersoinado por la condición 

x2 + 112 "- R2. 
Así, en virtud de la fórmula (4), tenemos: 

R Vn~-x2 

.!_<J = ~ ( S - R dy) d:z:. 
2 .) • ynz- z• - vi 

-n _V ¡¡2_.,2 

Para calcular la int.egral doble obtenida, 
pasemos a las wordenadas polares. En estas 
coordenadas la ecuación de la frontera del 
dotninio do integración es p = R. Por consi
guiente, 

2n n 

11 =2~ (~ v:: 
o o 

pdp) dO = 
p2 

2n 2n 

Fig. 310 =2R~ ( -lf/lt- pt)~d0 = 2Rs Rd0 = 4nR2. 
o o 

f.jemplo 2. Hallar el área de la parte M la superficie del cilindro 
:t2+ y2 == a2 

l a cual se recorta por otro cilindro 
zLf-z2= a2. 

Solución. En la figura 310 está expuesta la parte octava de la s uperficie 
buscada. La ecuación do la superficie es y ""' V a"2- z2; por eso, 

!J.. = - x ; ay =o· 
iJx lfa2 -zS d: ' 

r---~--~--~--~ ..., / ( ov ) 2 ( i)y ) 2 -. / xt a V i+ Tz + 7i% = V 1 +~= lfa2- .cz 
El dominio de integración es una cuarta parte del drculo, os decir, so 

determina por las condiciones siguiente~ : 
<~:l+z2..,¡;; a2, x> O, : # 0. 

Por consiguiente, 
a Y<JI-:l(W u 

fa= S ( S lfa:- z, dx) dz =a ~ 
o o o 

G=8a2. 
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§ 8. DENSIDAD DE DISTRIBUCION DE LA MATEHIA 
Y LA INTEGRAL DOBLE 

187 

Supongamos que cierta materia está distribuida en el dominio D 
de modo que cada unidad del área D contiene una cantidad deter
minada de ésta. Se trata aquí de la distribución de la masa, aunque 
nuestros razonamientos siguen en vigor cuando hablemos de la 
distribución de carga eléctrica, cantidad de calor, etc. 

Examinemos un dominio parcial arbitrario !!.s de D. Sea !!.m 
la masa de la materia distribuida en este dominio parcial. Entonces, 

la razón ~7 se llama densidad superficial media de la materia en !!.s. 

Suponemos ahora que el dominio parcial !!.s disminuye, redu
ciéndose, finalmente, al punto P (x, y). Examinemos el límite 

lím ~m. Si este límite existe, él dependerá, en caso general, de 
dl-+0 uS 
la posición del punto P, es decir, de sus coordenadas x e y, repre
sentando en sí cierta fttnción f (P) del punto P. Este límite lo lla
maremos densidad superficial de la materia en el llunto P: 

1 í m !!.m = f (P) = f (:r, y). 
ó s-o l'ls 

(1) 

Así, la densidad superficial es una función 1 (x, y) de las coor
denadas del punto examinado en el dominio . 

Supongamos, ahora, inversamente que en el dominio D está 
dada la densidad superficial de cierta materia como una función 
continua f (P) = f (.1:, y); es preciso determinar la cantidad total 
de la materia M que se wntiene en D. Dividamos el dominio en los 
dominios parciales !!.s1 (i = 1, 2, ... , n), y en cada de ellos tome
mos un punto P 1• Entonees, f (P1) es la densidad superficia l en el 
punto P 1• 

El producto 1 (P 1) !!.s1 nos da la cantidad de la materill conten ida 
en !!.s; (con la precisión de hasta las infinitesimales da orden supe
rior), mientras que la suma 

n 

~ f (P;) ÓS; 
i-t 

expresa aproximadamente la cantidad total de la substancia distl'i
buida en el dominio D. Pero ésta es la suma integral para la [un
ción f (P) en D. El valor preciso lo obtenemos pasaudo al limite, 
cuando !!.s1 -+O. 
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Por consiguiente•), 
11 

M = lim ~f(P,)tls¡= iS!(P)ds= S5f(.x, y)dxdy, (2) 
tu¡ = O 1= 1 /) D 

es decir, la cantidad total de materia en el dominio D es igual a la 
integral doble por D de la densidad f (P) = f (:e, y) de esta subs
tancia. 

EJemplo. Determjnar la masa de uM placa rl.'donda do radio R, si la 
densidad superficial f (x, y) del material en cada punto P (x, !1) es propor
cional a la distancia del punto (x, !1) al centro de le placa, es dec ir, si 

f(x, y) = kVx2 + y2. 
Solución. Según la fórmula (2), ten!)mos 

M = S~ kVx2 + yld:rdy, 
D 

donde el dominio de integración Des el circulo z2+ y~ < RZ. 
Pasandu a las coordenadas polares, obtenemos 

2n R /( 

Al = k ~ (~ ppdp) d0 = k2tt ¡~al =.j- lmRS. 
o o 

§ 9. MOMENTO DE INERCiA DEL AREA DE UNA FIGURA PLANA 

Se llama momento de inercia 1 de un punto material M de masa m 
respecto :l un ciexto punto O al producto de la masa m por el cuadrado 

y 

X 

de la distancia r entro los puntos M y 0: 

1 = mr2
• 

El momento de inercia de un sistema 
de puntos materiales m 1, rn2 , ••• , mn 
respecto al punto O es la suma de los 
momentos de inercia de los diversos pun
tos del sisteruR: 

n 
Flg. 811 1 = 2.} m1r7, 

1= 1 

Determinemos, ahora, el momento de inercia de una · figura 
material ·pJana D. 

Supongamos que la figura D está situada en el plano de coorde
nadas Oxy. Determinemos el momento de inercia de esta tigura 
respecto al origen de coordenadas, suponiendo que · la densidad 
superficial es por dondequiera igual a la unidad . 

.Dividamos D en los dominios parciales 6.S1 (i = 1, 2, ... , n) 
(fig. 311). En cada dominio parcial tornemos un punto P 1 de coor-

•¡ La expresión t.·s1 -+O significa aquí que el diámetro de t.s¡ tiende a cero. 
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denadas S1t , ;. El producto de la masa del dominio parcial /J.S1 
por el cuadrado de la distancia ri = ~t + T}~. se llama momento 
elemental de inercia /). / 1 de óS 1: 

M= (s7 + TJ~) !:!.S,. 
For memos la su.ma de estos momentos: 

" ~ (;¡ + TJ7) I:!.St. 
t~t 

la que es, al mismo tiempo, una suma integral para la función 
¡ (:.r:, y) = :.r:2 + y 2 por el dominio D. 

Determinemos el momento de inercia de la figura D como el 
límite de esta suma integral, cuando el diámetro de cada /:!.S 1 tiende 
a coro : 

11 

10 = lím L (~T+'I'J7) I:!.S,. 
dlám t.S¡-0 1= 1 

Pero, el límite de esta suma es la integral dob le ~S (x2 + y2) dx dy. 
[) 

Por consiguiente, el momen lo de inercia de la figura D respecto al 
origen de coordenadas e::. igual a: 

l o= S S (x2 +Y~) dx dy, (1) 
Il 

doudc> D e!i el dominio coincidente con la figura plana duda. 
Las integrales · 

n· z 
f xx = .1 J Y dxdy, 

D 

I 11u = ~ S :.r:4 dx dy 
D 

(2) 

(3) 

se llaman , respectivamen te, los momentos de inercia de 
respecto a los e jes Ox y Oy. 

la fignra D 

Ejemplo t. Calcular ~ 1 monwuto de inercia dPI área rll' círcu lo D de 
radio /(, respocto ni cent ro O . 

.Solución: Según la fórmula (1), l cucmos: 

l o= S~ (xZ+yZ)dxdv. 
D 

Para calc:ular esta integral. pasar·emos n las coordonadn:< polares ll, p. 
La c<:uaciún da la cil'cunfl't••ncia en coordenadas pol~res es r = R. 

Por eso, 
2n n 

lo= ~ (~ p!pdp) d9 = n~'. 
o o 

Ohs('rvaci6o. Si la densidad superficial -v no es igual a 1 y es 
uua cierta función de x e y, es de~ir, y ~ y (x , y), entonces la masa 
del dom~11io parcial /:!.S 1 será igual a y (~ ;, '1'];) I:!.S 1 (con prer.isión de 
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hasta las infinitesimales de orden superior) y por esto, el momento 
do inercia de una figura plana respecto al origen de coordenadas, será: 

l o= S l 'Y (x, y) (x2 + y2
) dx dy. (1') 

D 

Ejemplo 2. Calcular el momento de inercia do la fifura material plana J) 

l imitada ¡x>r ICJI' lineas y2 = 1-.r; x = 0,11=0, respecto a eje 011, si la densidad 
superficial en cada punto es igual a 11 (fig. 312). 

Solución. 
1 v i=X 1 vr=x 1 

r1m = ~ ( ~ yxzct11 ) dx=S .r~( ! dz= ~ Sz2(t -x)dz = :& · 
o (1 o o 

Elipse de int' rcia. Determinemos el momento de inercia de una 
figura plana D tespccto a cierto eje OL que pasa por un punto O 
lomado por el origen de coordenadas. 

Sea <p el ángu lo formado por la recta OL con la dirección posi
tiva del. eje Ox (fig. 313} . 

La ecuación uormal de la recta OL es 

x sen <p - y cos (p = O. 

'La distancia r de u11 punto cualquiera /vf (x, y) a esta rect<: es 
igual a r = 1 x sen q> - y cos <p 1. El momento de in ercia J del 

Flg. 312 Fig. 319 

úrea D en relación a la recta OL, según la definición, se expresa 
mediante la integral 

1 = S S r2 dx dy = S S (x se n q>- y e os q>)
2 d.c dy = 

D D 

= sen2 
<p S S x2 d.x dy- 2sen q>COS <p S S xy dx dy + cos2 <p n y2 dx dy. 

D O D 
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Por tanto. 
l :..: 1/1!/ .Sl'112 Cf - 2! xy sen <p cos cp -;- 1 xr cos2 <p, ( 4) 

ponde / 11v = S S .t:~ d:r. dy e~ el u1omento de inercia de la figura 
lJ 

respecto al l'je y; l xx = S S y2 dx dy es el momento de inercia de la 
D 

misma rcspccLo al eje .r, y, además: 

fxy = ~S xydxdy. 
D 

Dividie11do todos los 
ob~ertemos: 

términos de la última ecuación (4) por I 

i - } (Co~ (ll)2 _ ->/ (SCII rp) (COS (jl) + f ( sen q¡)2 
- ""·' VÍ - ·'Y VI VI Yll VI 

Tomemos en In recta OL nn punto A (X, Y) tal, que sea 

1 
UA =--= · 

'VI 

(5) 

Distintos valores de 1 y diferentes puntos A corresponden a varias 
direcciones del eje OL, es decir, a diferentes valores del ángulo cp. 
Hallemos el lugar geométrico de los puntos A. Es evidente, que 

1 1 
X= --:::cos q¡, Y = --::sen Cl'· 

Vi Vi 
En virtud de la igualdad (5) , las magnitudes X e Y están entre

lazadas por la currelación 
1 = lx,)U- 2I,yXY + ly 11Y

2• (6) 
De este modo, el luga¡· geométrico de los puntos A (X, Y) es la 

curva de segundo grado (6) . Demostremos que esta curva es una elipse. 
Tenemos la siguiente desigualdad, llamada de Buniakovski*) (mate-

• ) Para demostrar la desigualdad de Blluiakovski examinemos la siguiente 
desiguil!dad evidente : 

. ~ i ff(x, y) - Acp(:r, y)]2dzdy > O, 
D 

donde A es una cons tllnte. El s igno de igualdad puede tener Jugar sólo en 
el caso. en que f (x, y) -Aq> (:r., y) = O, es decir, cuando f (x, y) ~ i.(jl (:.r, y). 

Si suponemo~ que 1 (:r, y)) =F con!>t = i.., siempre tendrá Jugar el s igno de 
<l'{:.r. y 

desigualdad. A~í . :.tbrieudo los paréntesis bajo el s igno de integral. obtenemos: 

SS t2cx. uJdx dy - 2A SS tc:r , u)q>(x, u>axav+A2 SS ct2(x, y)dxau >o. 
D D D 

Analiet>mos la expresión del primer miembro como una función de A. Es un 
polinomio de segundo gn\tlQ que nunca se anula. Por tanto, sus ra(ces son comple-
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mático ruso): 

6 

O~ xydxdy )~< (U x~dxdy) SS y~d.cdy) 
D D lJ 

lxx/1111 - 1!11 > O. 
Así, el discriminante de la curva (6} es positivo y, por consiguien

te, ésta tlS una elipse (fig. 314). Esta elipse se llama elipse de inercia. 
La noción de elipse de inercia tiene gran importancia en mecánica. 

y 
Notemos que las longitudes de los 

ejes de la elipse de inercia y su posición 
en el plano dependen de la forma de la 
figura plar.a dada. Como la distancia entre 
el origen do coordenadas y un punto arbi-

1 
--+-.,_-=._-=--+""--<x- trario A de la elipse es igual a VI , donde 1 

Flg. 914 

es el momento de inercia de la figura res
pecto al eje OA, por tanto, al construir la 
elipse, es fácil Oftlcular el momento de iner
cia de la figuraD respecto a uoa recta cual
quiera, que pasa por el origen de coorde
nadas. En particular, es fáci l ver que el 

momento de inercia de la figura es máximo respecto al eje peque
ño de esta elipse, y mínimo, respecto a su eje l}raode. 

§ 10. COORDENADAS DEL CENTRO DE GRAVEDAD 

DEL A REA DE UNA I'IGURA PLANA 

liemos indicado en el § 8 del capitulo XII (tomo 1), que las 
coordenadas del centro de gravedad de un sistema de puntos materia
les P" P 2 , ••• , P11 (de masas m, m2 , ••• , m,, respectivamente) 

jos, lo que puede tenor lu~ar sólo en el caso cuando el discriminante, formado 
de los coeficientes del pohnomio cuadrático sea negativo, es decir: 

U~ Jcpdv)'- SS J'dz av S S cpsaz av <o 
D D D 

6 

O~ Jcpdzdv) 2 < ~ ~ J'dzdv S S cpSdzdv. 
D D D 

Esta es la desigualdad de Buniakovski. En nuestro caso 1 (z, y) =z, 

cp (z, V)= y, ..=_ 1= const. 
V 

La desigualdad de Duniakovski siempre se usa en diferentes ramu de las 
matemáticas. En variu obras esta desigualdad erróneamente se llama desigual
dad de Schwarz. Buniakovski la publicó (junto con otras desigualdades 
importantes) en el afio 1859, mientras que Schwarz lo hizo t6 afios después, 
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se determinan por las fóro1u las: 

~ :r,m, 
Xc=~; 

"- m; 
(1) 

Determinemos, ahora , las coordenadas del centro de gravedad 
de una figura plana D. Di vi dárnosla en los dominios parciales 6S 1 
muy pequeños. Si suponemos que la densidad superficial es igual 
a 1, Ja masa del dominio parcial será igual a su área. Si con
vencionalmente suponemos que toda la masa de 6S 1 está concen tra
da en a lguuo de sus puntos P1 (~" 111), podemos considerar la figura 
D como uo sistema de puntos mtlteriales. En este caso, en virtud 
de las fórmulas (1), las coordenadas del centro de gravedad de esta 
fi gura serán determinadas, aproximadamente, por las igualdades: 

i;::;;: n 

~ ~, 6S, 
x(. ~ ~;--~_,_s _ _ _ ,_i 6S, 

Y c :=:::: t- n 

L; tS1 
i - 1 1- l 

Pasando al límite, cuando 6S 1 --..O, las sumas integrales en los 
numeradores y los denominadot'es de las fraccion~s se transforman 
en las integra les dobles, con lo que ' obtenemos las fórmulas exactas 
para calcular las coordenadas del centro de gravedad de tma figura 
plana: 

u xdx dy n ydxdy 
X D , D (2) 
e= fí d:r dy ' Yr = ~ l cb; dy · 

D D 

Estas fórmulas deducidas para una figura plana de densidad superfi
cial igual a 1 son válidas, también, para cada figura, que tiene 
otra densidad v cualquiera, constante en todos los puntos. 

Si la densidad supedicial es variable: 

y = V (x, y), 
las fórmulas correspondientes toman, entonces, la forma: 

S S v (x, y) x dx dy l S y (x, y) y dx dy 
;¡; D y ....:D~----

t. = SS y (x, y) dx dy e= SS V (x, y) dx dy 
D D 

Las expresiones 

M 11 = ! S V (.t', y) X dx dy Y M x= SS v(x, y)ydxdy 
D 

se lla man momentos estáticos 
ejes Oy y Ox. 
l3 - 636 

D 

de la figura plana D respecto a los 
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La integral ~ ~ -y (x, y) dx dy exp•·esí\ la magniLud de la masa 
de la figura examinada. 

Ejemplo. Ocl.enuinar las coordenadas tl c l centro J ¡• gravedad dl• la cuarta 
parle Je la elipse (fig. 315) 

;rZ ¡¡Z 

"ii2 + ¡;¡-= 1 • 

suponiendo, que la tlensiulld superficial en todos lns puntos es igual a 1. 

y 

a 

F ig. 315 

X 

Solución. Según las fórmula~ (2), ohl~ncmos: 

(~ Jr:;r.:-;:2 ) fl H 

~ ~ x d¡¡ dx 
o ti ; 

" ~ ~ VaZ -z2r dx 
o 

(~ t' ut - x• ) ( 1 , 

~ ~ dy d4 
o ti 

1 
4' :tab 

§ 11. I NTEGRAL TRIPLE 

_!_ nab 
4 

4a 
3!t t 

Sea dado en el espacio cierto dominio V, limitado por una super
ficie cerrada S. Supongamos que en el dominio V y en su frontera 
está definida una función continua f (x. y, z), - donde x, y, z son 
las coordenadas rectangulares de un ptmlo del dominio. Para preci
sar las ideas en el caso. en que f (:r, y, z) >O. podemos suponer 
que ésta representa la densidad de distribución de cierta materia 
en el dominio V. 

Dividamos el dominio V arbitrariamente en dominios parciales 
óv1, designando con el simbolo óv1 no sólo el dominio elemental, 
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sino también su volumen. En cada .1v1 tomemos un punto arbitrario 
P 1 y designemos por 1 (P 1) el valor de la función 1 en este punto. 
Formemos la suma integral 

~/(P¡)ÓV¡ (1) 

y aumentemos indefinidamente el número de los dominios parciales 
de modo que el diámetro máximo de .1v1 tienda a cero*). Si la 
fu nción 1 (x, y, z) es continua, existe el límite de las sumas integra
les de la forma (1), donde al límite se le da el mismo significado, 
que hemos dado dunnte la determinación de la integral doble••). 
Este límite, que no depende del modo de dividir el dominio V, ni 
de la manera de ekgir Jos puntos P 1, se designa por el símbolo 

~~ S f (P) dv y so llama integral triple. Así, según la definición, ten e-
m os: 

lírn ~ 1 (P1) .1v1 = ~ ~ i / (P) dv 
dUlm ov¡-o v 

ó 

S )S 1 <P> .1u = SS S t (:r, y, z) dx dy dz. (2) 
V \' 

Si consideramos f (x, y, z) como la densidad volumétrica de la 
distribución de una materia en un dominio V, la integral (2) nos 
dará la masa de toda la substancia contenida en el volumen V. 

§ t2. CALCULO DE LA I NTEGRAL TRIPLE 

Supóngase que un dominio espacia l (tridi mensional) V, limitado 
pot una su pel'ficie cen-ada S. tiene las siguientes propiedades: 

1) toda recta paralela al eje Oz, trazada por un punto interior del 
dominio V (es decir, por un punto que no pertenece a la frontera S) 
corta la superficie S en dos puntos; 

2) todo dominio V se proyecta sobre el plano Oxy en forma 
de un dominio regular (de dos dimensiones) D; 

3) toda parte del domiuio l' . separada por un plano paralelo 
a un plano de coordenadas cualquiera (Oxy, Oxz , Oyz) , también 
poseo las propiedades 1) y 2). 

Un dominio V que tiene las propiedades indicadas se llama 
dominio regular tr-id imensional. 

•) Se llama diámetro del domini o parcial ó v1 la dis tancia mlÍxima entre 
los puntos de su frontera . 

.. ) Admitamo!< sin demostración este teorema sobre la existencia del 
líruitc de las sumas integrales (es decir , la existencia !le la integral triple) que 
tiene lugar para toda función continua en un domini o cerrado V, infl uyendo la 
frontera. 
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Es los dominios tridimensionales regulare:; son, por ejemplo 
un elipsoi de, un paralelepípedo rectangu lar, un tetráedro, etc. En 1~ 
figura 316 se da uu ejemplo del dominio tridimensional irregular. 
Eu este pána fo examinemos sólo los dominios regn l.nres. 

Fig. 316 Ftg. 9Ji 

Sea z = 'X. (x, y) la ecuacwn de una superficie que limita el 
dominio V por debajo, y z = 'lj> (x, y), la de una superficio que limi
t a V por arriba (fig. 317). 

I ntroduzcamos la noción de una if¡tegral iterada de tercer ot den 
1 v. extendida por el dominio V, do una función de tres variables 
f (x, y , z) definida y continua en V. Supongamos que la proyección 
del dominio V sobre el plano Oxy es el dominio D que est á limitado 
por las líneas: 

y = <p 1 (x), y= <p2 (x), x = a, x = b. 
En este caso, la integral iterada de t ercer orden de la función 

1 (x, y, z) por el dominio V se determina así: 
11 <~>:r(xl ~ex. ul 

1 v = ~ { S [ S 1 (x, y, z) dz] dy } dx. (1) 
" Q>, (xl x<x.ul 

Notemos que, como el resultado de la integración respecto a z, y 
la sustitución de los límites en las lla ves, obtenemos una función 
de.~~ g¡.. ~gG., se ·puede ca)cular una in t egral doble de esta función 
.e~tQildida por el dominio D. como lo · hemos hecho anteriormente. 

Demos un ejemplo del cá~culo de una integral iterada de tercer 
orden. 

Ejemplo 1. Calcular la integral iterada rle tercor o.rden de la función 
f (~. v. e) = zv:, extendida por el dominio V limitado por los planos 

z = o, 11 = o, z = o, z -!- !1 + ; = i. 
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Solución. Este dominio es regular: puesto que est~ limitado por encima 
y por debajo por los planos z = O, z = i - :r - v. respectivamente y, además, 
su prorección sobre el plano Oxv representa un dominio regular plano D que es 
un triangulo limitado por l11s rectas :r = O, v = O, y = 1 - « (fi~. 318). Por 
eso, Jn integral iterado de tercer orden so calcula do la manera sigutente: 

1-x-u 

lv= S S l S «v: d:) do. 
D O 

Pouiendo los limites en la integral iterada de segundo orden extendida por 
el dominio D, oLtenemos: 

1 1- x 1- x-u 1 1- x t=l-x-11 

lv = ~ { ~ [ ~ %¡¡zdz]au}a~= S { ~ :r~~
2 

1 av}dx= 
o o o o o •- o 

1 1-x 1 

=+~ { ~ xu(J - :r-y)Zdu}nx ~' ~ ;, (1-:r)•dx.,-.· 7~-
o o o 

Aualicernos, ahora, algunas propiedades do la intc-gral iterada uc 
t er cer ordl•n. 

Propiedad 1. Si ·el dominio V está dividido en dos dominios V, 
y V 2 mediante un plano paralelo a cualquiera de los planos de coorde
nadas, la integral iterada de tercer orden 
extendida por el dominio V es igual a la Y 
suma de integrales iltradas de tercer orden 
extendid4S por los dominios Vs y v~. 

:--¡o hace falta repetir aquí la demos
tt·aciórl de esta propiedad, pues, es idéntica <::> 
en todos los puntos a la aplicada en el caso ~ 
de la integral iternda de segundo orden. 

Corolario. Cualquiera que sea el modo 
de dividir el dominio V en un número finito 
de dominios Vs. ... , V,. mediante planos 
paralelos a los planos de coordeJtatht:;, Stl 
verifica la igua ldad : 

o 

J V = j \' 1 + J V! + • • · -j'· /V 11 ·• 

y•O X 

Ptg. 318 

Propiedad 2 (Teorema sobre la evaluación de una integral iterada 
de tercer orden). St m y M son L•alores mfnimo y máximo, respectiva
mente , de la f unci6n f (x, y, z) m el dnminiu V, se v~rifica la desi
gltaldad: 

mV~lv ~ MV, 

donde V es el volumen del dominio dado !/ l v. la integral iterada de 
tercer orden de la funci6n f (x, y, z), extendida por V. 
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Demostración. Evaluemos a l priu c1p10 .la integral interior 
que forma parle de la integral iterada de tercer ordeu J,. ~= 

>j>(x, y) 

= n l S t (.c. y, z) dzl da: 
/1 ;((X, U) 

,¡,1.\·.ul ~·(x, ¡¡l ~·(x. l/) 

S / (x, y, z) dz -< ~ M dz = Jll ) dz = 
x(x, vi x<x. ul x<x. ¡¡l 

,,. (.,, y ) 

= M z 1 =M ['P (.r, y)- X (x, y)}. 
x<.··· "1 

Así , la integral intel'ior uo supera a la c.\(>re::;ióu M ['ljl(x, y) - x(x, y} l. 
Por consiguiente , en virtud del teorema del § 1 sobre las integrales 
dobles, designando pot· D la prnycccióu rlcl dominio V soiJrc el p lauu 
O:ty, obtenemos: 

ot<x. u> 
1 ,- =~~ [ ~ f(.r.. y, z)dz ]dcr ~n ,1/l,t (o~:. y)-x(.t . . u> da = 

u xCx. y) J> 

= ;~¡S~ [ ~J>(.~:. u>- x (x. Yll du. 
/1 

Pero, la última iutegra l ite rada dl! seguuuu ordeu es igua l a la 
integral doble de la funcióu 'lj> (:r, y) -'X (x, y) y, por l.anto, al 
volumen del dominio comprendido entre las superficies z - x. (x. y) 
y z ~ lj> (x, ¡¡),es decir, al vol•tmtm del dominio V. Por consiguiente, 

f v -< MV. 

Do modo análogo clemo:>tremos que 1 v > m. V. LH propiedad 2 queda 
así demostrada. 

Propiedad 3 (Teorema d•: la media). La integral iterada de 
tercer orden I v de una función continua f (:e, y, z) extendida por PI 
dominio V es igual al producto de su t•olumen V por el valor de la fun
ción en un cierto punto P del dominio V. es deci.r. 

/¡ cp:C..·> ,¡·(.~ . y l 

f ,,= ~l J [ S f(x. ¡¡, z)dz ]dy[dJ·=J(P)V. (2) 
" q¡,(.d ;tCx. u> 

La demostración de esta propiedad es aná loga a la que hemos dado 
dnrante la demostración de semejante propiedad para la integral 
doble (véase§ 2, propiedad 3, fórmnla (4)) . Ahora podremos demos
trar el teorema sobre el cálculo de 1 ~ integral triple. 

Teorema. La integral triple de una f unción f (x , y, z), exlcndida 
por un dominio regular V es igual a la integral iterada de tercer 
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orde n extendida por el mismo dominio ·, es decir, 
b cp2(xl ~tCx. ul 

i~Sf(x, y, z)dv=S 1 S [ i l(x, y, z)dzjdy)dx. 
V a CI>,Cxl x.Cx. 1/) 

199 

Demostración. Dividamos el dominio V mediante planos parale
los a los planos de coordenadas en n dominios regu lares: 

ÓV1 + Ó V2 + . . . + Ó.Vn. 
Designemos con J,., como hemos hecho anteriormente, la integral 
iterada de tercer orden de la función 1 (.e, y, z) extendida por el 
dominio V y con l 6 ,·1' la integral iterada de tercer orden extendida 

por 6 v1 .. En virtud del corola rio de la propiedad 1 se puede escribir 
la igualdad: 

J,.= l 6 ,· 1 +1o.v,+ . .. + I <w :. · (3) 

T ransfnrmemos cada su mando del "Segundo miembro de esta ecuación 
sPgún la fórmula (2): 

fv = 1 (Pt) ÓV¡ + 1 (P~) ó.v~ 1 .. . 1 1 (P,.) !J.u,., (4) 

donde P 1 es cierto puuto de 6u1• 

En el segundo miembro de la igualdad (4) tenemos una s uma 
integral. Según la ltipótcs is, la función 1 (x, y, z) es continua en 
el dominio V , por· lo Cttal , cuando el diámetro máximo de 6u1 tien
de a cero; el lí m ite de esta su ma existe y e:~ igual a la integra l triple 
de la función f (x, y , z) ex tendida por el dominio V. Así, pasando 
al lí mite en la igualdad (4) , para diám 6u1 - O, o btenemos: 

fv = SSSI(x, y, z)dv, 
V 

o, en definit.i \'a, c:1mbiando de lugar las expresiones del primer 
y se~undo miembros, t,eucmos: 

'' Cl>,(,.¡ \l>(x. ul 

~Lif(x·, !J, z)dl' = .\ ( i l ~ f(x·, y, z)dz l dy l d.r . 
v a ~·1(.d xCx. p¡) 

El teorema queda demostrado . 
Aquí, z = x (x, y) y z = '!> (x, y) so11 ecuacionl's de las super

fic ies que limita11 e l dominio regular 1' por debajo y por arriba. 
Las líneas y -~ !¡•1 (.e) . y - cp2 (x), :r a. x - b. limilan el dominio 
IJ c¡11 e es la proyecc ióu de V sobre el pl11no O.cy. 

Obs<•r vaci6n . Igual que en el cnso do lu integral iterada de se~nudo 
orden, si la form ;\ del dominio V lo p1n·mite , se puedo f01·mar la 
integral iterad a do lcrcer orden con otra sucesión de la integración 
r<>sp~?cto a las variahles y con otros lími tos. 

üt !cu lo del volunwn el <> un cut'rpo mediante la intrgrul ilPrada 
d t' tercer orden. 

Si el integrando 1 (.r. y, z) =- 1, la integral iterada do tercer 
Ol'den extendida por el dominio V expt·esa el volumen V dP este 
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dom inio: 

V = S ~ ~ dx dy d-:.. 
V (5) 

Ejemplo 2. C:alcular el volumen de un elipsoiJ" 
x 2 112 •2 
Q2 + -¡;r + ~2 = l. 

Solución. El elipsoide (fig. 319), está l imitado por debajo, con lu .•uper -
.. / z 2 1¡2 ., / :r2 112 !icic :=-e V 1 - 02 - bZ y por encima, co11 la : = e V 1--;¡z-bZ. 

La proyección de es te eli¡Jsoíde sobre ol plano Oz;y (dominio D) es la e lipse 
x2 11z 
Q2 ¡..-¡ji"= 1. P1>r consiguiente, reduciendo a la integral iterada de t ercer 

orden. oht!'nl'mos: 

v ~ [ bV s- :: ( •V•-r-~. ) au]dx= 
_, -~V~ - x2 -cVl-~-..!!!... 

" ' Ql ~· 

[ 
bv~-~ J ll uz , ~ r :~:2 112 =:!e ~ J __ V 1- iif--¡;2 d!l dx. 

-a lÍ x• -~ , _ _::. 

"' 
Durante el cá lculo de la integral interior consideremos x constante. Haga
mos s ustitución: 

., /-:tZ , /-x2 
La var iable y varía desde -b V 1 - (ji' hasta b V 1 - as ' por lo que t 
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varfa desde- ~ hasta ~ . Poniendo los nuevos límites en la integral, 
obtenemos: 

lt 

~ [ ( xt ) ~ J cbn =2cb .) 1 -(it j cos2 t dt dx = ar 
-ll 1( -a 

-2 

Asf, 
4. . 

V = 3 nabc. Si a = b = c , obtenemos el volumen de una esfera: 
4 

V= 3 :ta3. 

§ t 3. CA!\'1810 DE VARIABLES EN UNA I NTEGRAL TR IPLE 

1. Integra l triple en coordenadas cilíndricas. En las así llamadas 
coordenadas cilíndricas la posición del punto P en el espacio se 
determina mediante tres números e, p, z, donde e y p son las coor
denadas polares de la proyección del punto P sobre el plano Oxy. 

z 

z 

Fig. 320 Flg. 321 

y z es la cota del mismo punto P, os decir, su distancia basta el 
plano Oxy; la última tiene el signo «más», si el punto so encuentra 
cnci m a del plano O .e y y el signo «menos•, en el caso contrario 
(fig. 320). 

Dividamos el dominio tridimensional dado V en volúmenes ole
mentales mediante las superficies de coordenadas e = e,, p = p¡, 



: "' z11 In~ que son, respectivamcol o, sem iplanos· que contienen el 
t!je Oz, ciliouros circu lart•s cnyo eje coincide con el Oz, planos por
pen diculares ul eje Oz. El vo lumen elemen tal es, cnton('es. un prisma 
curvilíneo representado el la fig. :~21. El área de la base de eslc pris
ma, con la precisión de hasta infini tesima les de orden superior, es 
igual a p 60 óp, su alltll'll es 1z. Para s implificar la inscripción 
omitamos los índices i, ¡, k. Por tanto, 6v = p 66 Óf) 6z. La inte
gra l t ri ple do la htnción F (0, p, z). por el dominio V t iene la forma 

1 = Sn F (O, p, z)pdGdpdz. (1) ,. 
Los límites de integración son detcrmiu ados por la forma dl'l 

dominio V. 
Si la integral triple de la función f (x, y, z) t·~Lá dada en coor

denadas rectangu lares, es f<ícil transformada en la integral triple eu 
coordenados cilindricas. ~:n efeclo, al nntur que 

.e p cos O, y p sen O, z z, obll nomos: 

nit(x. y, z)d.cdydz=SD F (O. r. z)t·dtldpdz. 
\ " v· 

donde 
/(rcosO, pscnU, z) 

Ejemplo. Determinar la masa M de una semiesfera ole radio JI y centro t•u 
l'l nrigcn ele las coordenadas, s i la dE'nsidud F do su 1D.Jlcrial un cada punLo 
(..:, y. =) es proporcional a la diswncia en tro e:.tc ¡muto y la base, es decir, 
F = k:. 

Solución. Lo ecuación du la St>mÍ<'s!~rn supPrior 

: . V lr~- .• ·z - vt 

en las coordenados c ilimlricas l icno la forma 

Pur tanto: 

¡\/ ~ ~ S ~ k;p dO dp d; 
V 

2:1 /1 

= ~ [ ~ k~! 
o o 

2n 
- ...!:._ ~[.!!.:... __ '.!._~]dO = ..!!._~ 2:t = knN4 

2 J 2 lo 2 1, 4 . 
n 

2. Jntegral triple en coordenadas t·s (éricas. En coordenadas 
esféricas la posición de un punto P en el espacio la determinan tres 
números 6, r, cp, donde res la distancia riel punto al origen de coorde-
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nadas, así lla mado radio vector del punto; <p es el ángu lo entre el 
rad io vector y el eje Oz, e es el ángu lo ent1;e ln proyerdón del radio 
vector sobre el p lano Oxy y el eje Ox. E L último ángt•lo lo toma rnos 
a partir del ejo O:r , en la dirección pos itiva (es decir, contt·a ol movi
mien to de las agujas del reloj) (fig. 322) . Para todo punto del espa
cio t enemos: 

o ~ r < oo, o~ q> ~ n, o~ e~ 2n. 

Dividamos <'1 dominio dado V en los volúmenes elem<'nlales 6v 
mt'dianle las superficies de coordenad as r = const (esfems), tp = 

z 

z 

P(8.p.zJ 

Fig. 3:!:! Fig. 3:!3 

CO II!il (snpcrfiri os có nicas con los vértices en e l origen de roord cna
dt~s).li = const (scmipl auos qu e pasan por e l eje Oz). Con 111 precisiún 
de hasta infinitesim ales de orden superior, podemos cousiderar e l 
Yolumen elemental 6u corno paralelepípedo de las aristas de longil.u
Jt's O.r. r Ótp, r sen cp 69. Entonces el volumeu e lemt'nl:~ l t's i~twl 
11 (vi-ase fi ~. 32~): 

t' - rz "t'n 1p .)r O ~cp. 

L <1 integral trip le de l a función F (0, r, •p). pur r l dnminj,¡ 11, tiene 
In forma 

1 = S )S F(O, r, q)r2 ~enrpdni0dc¡. (1 ') 
V 

Los lí mites de ]a iutegración son determinados pM la fonna del 
domiuio V. De la figura 322 se deducen fáci lmente la!! expresiones 
de IM coordcn:1dns cartesianas en función ue la csl'l-riclls: 

x = r sen cp cosO, y ~ r sen cp sen O, z = r cos 1p. 
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Por eso. la fórmula de transformación de una integral tri pie en 
coordenadas cartesianas a la de coordenadas esféricas tiene la forma: 

S i1 1 (x, y. z) d.x ay az = 
V 

= ~ ~ ~ f [r sen q> cosO, r sen q: senO, reos q>] r2 sen cp dr dEl dq>. 
V 

3. Sustitución general de variables en una integral triple. Lol'l 
pasos de una integral triple en coordenadas cartesianas a la en 
coordenadas cilíndricas o esféricas son casos particulares de la trans
formación general de coordenadas en el espacio. 

Supongamos que las funciones 

x = q: (u, t, w), y = \jl (u, t, w), z = 'X. (u, t, w) 

representan una relación biunívoca entre el dominio V en las coorde
nadas cartesianas x, y, z y el dominio V' en las coordenadas curvi
líneas u, t, w. Supongamos que el dominio elemental o elemento de 
volumen tJ.v de V se transforma en el elemento tJ.v' del dominio 
V' y que 

Entonces: 

SS S 1 (:r, y, z) dxdydz = 
V• 

=~nt(cp(u, t, w), "'(u, t, w), x(u, t, w>J i lldu.dtdw. 
V• 

Como en el caso de la integral doble aquí, también 1 se llama 
jacobiano. Aquí, de modo idéntico, r.omo lo hemos hecho para las 
integrales dobles, se puede demostrar que el jacobiano es numérica
mente igual a la determinante de tercer orden : 

ax ax ax 
au at i:Jw 

1 = ay !JL ay 
{}u fJt fJw 

az f)z f)z --
{}u at aw 

Así, cuando se trata de coordenadas cilindricas, tenemos: 

X = p OOS 0, y = p sen 0, Z = Z (p = u, 8 = t, Z = lV) 



Momento de inucia de 1m cuerpo 

cose 

1 = sen e 
o 

- rsent:l 

pcos9 

o 

o 
o =:p. 

1 , 

En el caso de coordenadas esféricas tenemos: 
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x ·= r sen cp cose, y = r sen <¡>sen e, z = r cos <¡> (r = u, cp = t, e= w); 

sen<pcosfl rcosq>cos6 -rsencpsent:l 

1= sencpsen6 rcosq>sene rsen<j>cos(i =r2 sencp. 

cos cp - rsen q> o ·¡ 

§ t4. MOMENTO DE INERCIA DE UN C\IERPO 
Y COORDENADAS DE SU CENTRO DE GRAVEDAD 

t. Momento de inercia de un cuerpo. Los momentos de inercia 
de un punto material M (x, y, z) de masa m, respecto a los ejes de 
coordenadas O.x, Oy, Oz (fig. 324) se expresan, co
rrespondientemente, por medio de las fórmulas: 

1,.,. = (y'+ z2
) m, 

11111 = (x2 + z2
) m, l :z = (x2 + y2

) m. 

z 
h 

y 

Fig. 924 Fig. 325 

Los momentos de inercia de un cuerpo se expresan por las integra
les correspondientes . Así, por ejemplo, el momento de inercia de 
un cuerpo respecto al eje Oz, se expresa por la integral 1 u = 
= ~· ~ ~ (x~ + yZ) y (x, y , z) dx dy dz, donde y (x, y, z) es la densidad 

V 

de la materia. 
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Ejemplo l. Calcular t~l momento dt• inercia di' un cilindro recto circular 
de radio R y altura 2h respecto al diámetro de su sección ml'dia , la densidad es 
constante e igual a Yo· 

Solución. Elij amos un sistema do coo,·denad~s del m odo siguicnH•: di ri
jamos e l eje O: a Jo largo del eje del cilindro y coloquemos el orlgcu tic coor
denadas en su centro de simetria (fig. 325). 

El problema se reduce al cálculo del momento de in«.>rcia del cilindro res
pecto al eje Oz: 

1 xx = ~ S S (Y~ +:2) l'octz dv d:. 
~· 

Pasant.lo a las coordenllllns c ilíndricas, obtenemos: 
2n n 11 

f xx = Yo ~ { ~ [ ~ (:2 -1 p2 son29) dz J p dp} d() .,;, 
o o o 

2n n 
- y0 ~ { ~ [ 2~

3 

+2hp'sen26 J p dp } d6 = 
u o 

[
2h3R2 ?J¡Ji4 Jo [2 1?2] "'" Yo -6- 2n + T n = Yo!thR2 3 hZ+ T . 

2. Coordenadas del centro de gra,·edad de un cuerJX.I. Aoó lo¡¡amenle a lo 
expu¡,sto en el§ 8, c-op. XII (tomo 1) poro las figuras planas, lns coordena
das del centro de grn \•edad de un cuPpro ~e expresan por lus (órmu las: 

S SS :ry (z,y, :)dxdv d: ~S S yy(r, y, : )dzdvd: 

Zc V Ve --.,....V:....,.-------i i S y (z, y. :) dx dy dz ! S S y {x, 11, z) dx du d: 
V V 

S S S zy(x, !J , :) dxdydz 

:r = ..,,..,v:-::--------
S S S y (x, y, :) dx ctv dz 

V 

donde y (z, y, :) es la densidad. 

E jemplo 2. Determinar las coordenada~ clc l centro de gravl>dall de la 
mitad $uperior de una esfera de radio R y centro en el origen de coordena
dos; la densidad l'o es constante. 

Solución. la semiesfera est á limitada por los super ficies 

z= VR1-z2-v2 ' z=O. 
La cota de su centro de grnvedad se detrrmina por la fór mula: 

S S S ::y0 dx dv d= 
Ze ~ __,v~-----

SS S Yo ct% dv a: 
V 
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Paliando 11 lus coordenadas esféricas, obtenemos: 

n 
2n T /l 

Yo S ¡ S [S r cos <pr2 sen e¡ dr) dq¡j dO 
o o o 

~e a.. _.:.__;,.-:n:----------
~:t -:r R 

Yo t ¡S l i r 2 sen<pdrl dq>J dO 
ó o o 

Eu virtud do la simulrla de la sorni<'sfcra, evidcr.¡lcmente tenemos 

§ 15. CALCt;LO DE LAS li'\TEGRALES UEPENOIENTES 

UE UN PARAMETRO 

Exnmine1nos ltna iutegral que dependo do un parámetro a: 
,, 

1 (a) = ~ j (r, a) dJ. 
o 

(Las integrales de es t.e tipo ya las hemos considerado en d § 10, 
cap . X I , lomo 1). I ndiquemos si n demostración que s i la función 
j (x, a) es continua respe<>to a x e11 el scgmeuto (a, b), y res¡><'cto 
a a Ull el segment O (a¡, a 2J. Ja función 

b 

1 (a) = ~ 1 (x, a) dx 
o 

es continua <'11 el segmento (a1, a zl. Por t an to , podemos inle~otrar 

la función ! (a) respecto a a en el segmcuto (a11 a~l: 

ClJ (l¡, , , 

~ 1 (a) da.= S O 1 (x, a) d.r. )da. 
a, a. 1 a 

La expresión del segundo miembro es la integral iterada ue segundo 
o1den de la fundón f (x, u), po1· el ret'.táugu lo corrcspondienl<' ni 
plano Oxa. En esta integral se puede inve•·ti•· el ordf'n do la iniCRra
ción: 

a, IJ b a 1 

i ( SI(x, a)dx)da = S ()l(x, a)da )dx. 
a 1 a o a:: 1 

Bst a fónnul<l muestra que· para la inLegnH:ió n de una integral 
dependiente de un parámPtru u es su CiciC'ute iute~rnr e l ele mento 
dP integración rcsperto a este parámetro n. Es ta fórmu la suele ser 
útil tambirn , al cakular ciertas integrales definidns. 
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Ejemplo. Calcular la integral 
00 

~ c - ax:P.- bx 
.) ---~---dx. 

o 
Esta integral indefinida del integrando no se puede calcula r mediante las 
{unciones elementales. Para resolver el problema, examinemos otra integral 
qu" se calcula fácilmente; 

~ e-ax dx =+(a > 0). 

o 
lutegrnndo esta igualdad entre Jos límites desde a = a hasta a = b, oble
nemo~; 

b 00 h 

~ (~ e-ax dx) da= ~ 1~ =In+. 
n O a 

Cambiando el orden de integración en la primera integral , escribaruos esta 
igualdad en la forma siguiente; 

00 b 

~ [ ~ e-axda J dx = In+ , 
o o 

de donde. calculando la integral interior, obtenemos: 

Ejercicios para el capítulo X IV 

1 2 

Ca lcular las integrales*): ~ ~ (x2+ y2) d x dy. 
8 

t. Respuesta: 3 
o 1 

4 2 2 xV3 

~ ~ dydx 25 
~ ~ 

f5 
2. (x+ v>' · Respuesta: In 24 . 3. xy dx dy. Respuesta: -4-

3 l 1 X 

·~ Como hemos indicado anteriormente, si la i ntegral está escri ta en la 
NL 

forma: Lt 1 (x, y) dx dy, entonces consideremos que la primera integración se 

efectúa respecto a la variable, cuya diferencial ocupa el primer lugar, es 
decir: 

N L N L 
~S f(x, y)ibdy= ) (i l(x, y)dx)dy. 
MK M K 
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2n o a x 

4. ~ ~ r dr aa. R e1pu.esta: f na2
• 5. ~o ~ ::~!~ . na 

Respuesta: 4-
o o aen 6 x 

1 
- aarctg -¡¡ . 6. 

3 b2 161t . 

o 

o 2!1 
~ (' U a4 
.) .) xv dx dy. Rupum a: 24 . 7. 
O v- o 

n 
b2 

~ ~ pdSdp, 
b o 
2 

Respuesta: 

Det.armin&t los limites de integración para la integral ~ ~ 1 (x, y)d:r: dy, 
D 

donde el dominio do integración está limitado por las líneas: 8. x = 2, :r.= 3, 

3 5 
u=-1, v = 5. Respuesta: S S f( x, y) dydx. 9. v=O, v=1-x2. Respuesta: 

2 -l 

\ 1 - xt n v üi'=Xi 
l l l(:r, y)tlyck. 10. x2 + y2= a2. Respuesta: 

- 1 o 
S l /(z, y) dydx, 

- a - viii=X2 
2 

1 l + xt 

U. Y= - 2- , y=x2. Respuesta: \ ~ f(x, y) dydr. 12. y=O, Y = a,y = x , 
1 + z2 .) J 

-1 xl 

a u+ 2a 
y =x - 2a. Respuesta: S i /(x, y)dx dy. 

o ,, 

Inverti r el orden de integración en las integrales: 

2 4 4 2 IYx 
13. ~ ) f (x , y) dy dx . Respt~esta: ~ l f {x, y) dx dy. 14. ~ ~ f (:t, y) dy dx . 

13 31 Ox3 

tVV o Y2av-¡¡z 

R espuesta: S ~ 1 (x, y) dx dy. 15. S i f(x, y) dx dy. R esprtesta: 
o y2 o o 

" ll l Y't-xz 
S ~ 1 (¡; ' Y) dy dx. 16. ~ 1 1 (x. y) dy dx. Resp¡testa: 
o a- Va2-x2 -t o 

t tfl- v2 1 t -v 
~ ~ / (x, y) dx dy . 11. S S 1 (x, y) dx dy. R espuesta: 
o_y~ o _ y~ 

o yf=ii 1 1-% 

S S 1 (x, Y) dv dx+ \ S 1 (x. y) dy dx. 
-1 o & o 

H-636 



210 /nt~grak& múltip/~s 

Pasando a las coordenadas polares, calcular las integrales siguientes: 

a Vul-xt 
n 
:r ( l 

18. ~ 
o 

(' ·vaz-x• - y:Ldy dx. Re1puewr: 
,) 
o 

~ ~ ya2-ptpdpd0 = ~ a'. 
o o 

a Yol-~ 
n 
3tt 

19. ~ ~ (xZ + y')dxdy. 
(' (' na4 

Respuesta: j .) p3dp d8= - 8-. 
o o 

(10 (10 

20. S ~ e-<x~+113l dy dx. 

o o 

2a Y2ox-x2 

n 
Too 

o o 

Respuesta: ~ S e-ll• p dp d6 = : . 

o o 
l( 

22a coa e 

2L ~ S dy d:z:. Respuuta: S ~ 
o o o o 
Transformar las integrales dobles , in.roduciendo nuevas variables u y u, 

ligadas con x e y mediante las fórmul a!! .r= u-uv, y=uv: 
1 

e jlx 

22. S S f(x, 1/)dydx. 
0 (I;X 

11 • 
t+ ll ¡::;- r b 

Rerpuetta: ~ ~ /(u - uv, uv) u du du. 23. X S 1 (:r, 11) dy d:z:. 
(1; o o u 

iT<L 
h e b 

b+e t::v 1 " 

Re.puwa: S S f (u - uu, uu) u clu clu+ ~ S f (u-uu, uv) u du dv . 
o o b o 

b+c 
Aplicacj6n de la integral doble para el cálculo de á reaa 

24. Calcular el ároa de la figura , limitada por la parábola y! = 2:z: y la 
2 

recta v = :~:. Rupuuta: 3 . 
25. Calcular ol 6rea de la figura, limitada por las Hneas v'=4ax, 

10 
z+v=Sa, v=O. Respue1ta: 3a1 . 

t 1 1 

26. Calcular el área de la figu.ra ,limitada por las líneas :r: 2 + vT ~a2 , 
a• z + v = a. Respuuta: 3 . 

27. Calcular el área de la [igura, l imitada por las linees v~seo :z:, 

v - cosz, x=O. Resptusta: y2 -t. 
na' 

28. Calcular el área do un lazo do lacurva p = asen28. Respuesta: - 8-. 
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29. Calcular toda el área, limit-ada por la lemniscata P'= a,cos 2q>. 
Respuesta: az. 

• • ( :r;2 yll ) 2 2:r y 
30. Calcular el área de un lazo de la curva -;¡¡-+bl = ca . 

Indicación : pasar a las nuevas variables :r = pa cos 6 e y= p b sen 6. 
a2bll 

Res~sta: ~· 

Cálcul o de volúmenes 

31. Calcular los volúmenes de los cuerpos limitados por las superficies: 
:r y z abe 

-;¡- + -¡;-+-;;- = 1, :r=O, y=O, z = O. Respuesta: -b- . 32 . .z = O, :r•+v'= 1, 

:r+ y + z = 3. Respuesta; 3n. 33. (:r - 1)2+(v- t )2 = 1, :ry = .z, .z=O. Retpues-
32 ta: n . ~ - :r2.+ y2-2a:r = 0, Z= O, z2 + y2 = z2_ Respuesta: 9a3. 35. v = :r,, 

549 
:r = yz, z=O, z = 12+ y-:r2 Respuuta: f

4
0 . 

36. Por l os planos de coordenadas, el plano 2:r+3y- 12= 0 y el cil indro 
1 .e =z y2_ Respuesta: 16. 

37. Por el cilindro circular de radio a y eje que coincide con el eje O.z, 

los planos de coordenadas y el plano .¡ + : = 1. Respuesta: as ( ~ - T) . 
38. Por los ci lindros z2 + y2= az, z2+ .z2= a2. Respuuta: ~6 as. 39. y2+ 

n -
+z2 =:r, :r = y, z=O. Respuesta: 64 . 4'0. :r2+v'+z2=a2, :r2+ v' = R3, a > R . 

4 v--Respuesta: J n (aS-( aZ-R2)3J. 41. az = :r2+yz, z = O, :r2+y2= 2a:r, Rel-

3 
puesta: 2 nas. 42. p2 = a2cos29, :r2 + v2 + z2=all, z = O. (Calcular el vol umen 

interior respecto al cilindro). Respuesta: ~ as (3n + 20-16 V2} 

Cálculo del área de una superficie 

43. Calcular el ár l'a de la parte de la super ficie del cono :r2 + y2 = z2, 
separada por el cilindro :r2+ y2= 2ax. Resfuesta: 2na2 V2. 

44. Calcular el á rea de la parte de plano x + v+z= 2a, que se en
cuentra en el primer octante y está limitada por el ci lindro xz + 11z = a2, 

na2 v-Respuesta: -
4

- 3 . 

45. Calcular el área de la superficie de un segmento esférico (del menor), 
si el radio de la esfera es igual a a y el radio de la base del segmento es 
igual a b, Respuesta: 2n (u2-a Vaa-b2). 

46. Hallar el área de la parte de la superficie de una esfera :rZ+ y2+ 

+ .z:2 = a2 separada por la superficie del cilindro :: + :: = 1 (a> b). Res-

Va2-bZ 
pues1a: 4na2-8a2-arcsen "'--a--
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47. Hallar o\ área de la superficie ile un cuerpo fonna&lo por la intersección 
de dos cilindroo :r2 + y 2 = a2, y 2 + :• = a2 • Rcspueüa: 16C~1 • 

48. Calcular el área de la parte de la superficie cilindrica :r2 + y2 = 2ax 
comprendida entre el plano z = O y el cono :z:2 + ¡¡' = z2 • R es¡uesta: saa. 

49. Cakular el área de la parte de la superficie cilíndrica :z: + y2 = a' 
comprendida entre lo.~ planos z .= m~ y z = U. Respuesta: 2ma2 • 

50. Calcular el área do la parte de la superficie de un paraboloide y2 + + z2 = 2a:z: cctmprondida entre el cilindro parabólico y2 = a:z: y el plano 
1 v-:z: = a. Respueita: 3 na3 (3 3 - 1). 

Cálculo de l a masa, de las coordenadas del centro de gravedad y del 
momento de inercia de fi guras planas 

(En los rroblemaa 51-62, y 64 supongamos que la densidad superficial es cons
tante e igual a 1) . 

51. Determinar la masa de un disco circular de radio a, si la densidad 
en cualquier punto P es inversamente proporcional a la distancia e1ttre P y 
el centro (el coeficiente de proporcionalidad es igual a K). Respuesta: n.a}( . 

52. Calcular las coordenadas del cen t ro Je gravedad de un triángulo equi
látero. tomando el eje Ox por su altur11, y ol origen de coOI'df'nadas, por su 

, . n a va o vert1ce. espuesta: :r = --
3

- , y = . 

53. Determinar las coordetJadas del centro de gravedad de un sector cir
cular de radio a, toma.ndo el eje Oz por la bisectriz <le su ángul o. El ángulo 

. 2a sen a. 
de abertura del sector es ¡gual a 2a.. Rnpue~ta: :z: 0:..: 

3
a. , !le = 0. 

54. Ha llar las cootdenauall del centro de gravedad do la mitad superior 
4a 

del círculo ~2+ y2= n2. Respuesta: x 0= 0, Ye =3n. 
55. Hallar las coordenadas del centro c!e graYedad de la superficie de un 

S a 
arco de cicloid \1 :z: = a (t -sen tj , y = a (1--cos t). Re~puesta: xc ~ an, !le = -¡;;. 

56. Hallar las cootdenadas del centro de gravedad del á.r"a limitada por 
naV2 un lazo de la curva p'= a2 cos 28. llespuestt¡ : Z 0 =--

8
--, ¡¡0 = 0. 

57. Hallar las coordenadas del centro de gravedad de la super! icie de la 
5a 

cardioide p = a (1 +cos0). Respuesta: ~c=6 , ¡¡0 = 0. 
58. Calcular el momento de inerc·ia del á rea de un rectángulo, limitado 

por las rectas ~= 0, x = a, !1 = 0, ¡¡ = b, respecto al origen de coordenadas. 
ab (a'+bl) 

R81puesta: 
3 

:~:2 y2 
59. Calcular el momento de inercia de la elipse az+í)i' = t : 

a) respecto al eje 0¡¡: b) respecto al origen de coordenadas . Respuesta: 

a) n.a;b ; b) n:b (al+b!l). 

60. Calcular el momento de inercia del úrea del círculo p = 2a cosO res-
3 

pecto al polo. Re1pue1ta: 2 na'. 
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61. Calcular el momento de inercia del área de la cardioide p= 
35na4 

=a ( t - cos 9) respeato al polo. Rt~putlla: -
1
-
6
-. 

62. Calcular el momento de inercia del área del ciTculo (:r-a)1+ 
+ (y-b)'= 2a', respect o al eje Ov. Re~ptu1ta: 3na•. 

63. Se da una placa cuadrada de lado a. La densidad en cada punto de 
esta placa es proporcional a la distancia desde este punto hasta uno de l os 
vértices dol cuadrado. Calcular el momento de inercia de la plaea respecto 

1 , ;-
a un l ado que pasa por esto vértice. Respttesta: '40 ka& [7 v 2 + S ln X 

X ("V2 + 1)] , donde k es el factor de proporcionalidad. 
64. Calcular el momento de inercia del área de la figura limitada por 

la parábola v'= az y la recta :r = a respecto a la recta v= - a. Re1pu~1ta : 
8 s a•. 
Integral es triples 

65. Calcular ~ ~ ~ (x::~~~~~ f)D , s i el dominio de integración está 

limitado por los ¡>!anos de coordenadas y el plano :r + v + 2= L Rupuuta: 
ln2 5 
- 2--16· 

66. Calcular ~ { ~ [ ~ xyz dz J dy} d:r. Respuesta: ~; . 
o o o 

67. Calcular el volumen de un cuerpo limitado por la esfera rZ + vZ+z2=<\ 

y la superficie de l paraboloide :r2 + vt = 3z. Re1p.u;ta: 
1
: n. 

68. • ) Calcular las coordenadas del centro de gravedad y los momentos 
de inercia de la pi rámide limitada por los planos: x = O. v = O. : = 0: 
:r 11 : a b e a 3bc b3ac 
a +b+c =• l. R espuesta: %e = t.. Vc = t.. Zc = -¡- : lx=oo 1 fv = -so-. 

1 eSa b 1 abe ( • b• 2) 
1 = -¡¡o-, o= 60 . a~+ -+e . 

69. Calcu lar el momento de inercia de un cono recto ci rcular respecto 

a su ejo. Rtspucsta: 1~ nhr4, donde h es la altura del cono y r, el radio 

de su bnse. 
70. Ca lcular el yolumen de un cuerpo limitado por la superficie de la 

ecuación (z2+y2+ z2)2 = aS:r. Respuesta: f na3. 

71. Calcular el momento de inercia de un cono ci rcular respl'cto al 
. , nhr2 

dJan1etro de s u base. Respuesta: --¡j() (2h2+3r2). 

72. Calcul ar las coordenadas del centro de ¡rravedad de un cuerro limi
tado por UDI\ esfera do ra.dio a y una superficie conica, de ángulo en e vértice 
2a, si el vértice del cono coincide con el centro de la esfera. Hespunta: :re= O, 

• ) En los problemas 68-69, 71-73 supongumos que la dt•nllsdod os constante 
e igual a l. 
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v0 -0, z0 =fa (1 + cos «) (el eje Oz coincide con el del cono y el vértice, 

con el origen de coordenadas). 
73. Calcular las coordenadas del centro do gravedad de un cuerpo limi

tado por una esfera de radio a y por dos planos, que pasan por el centro de la 
9 !t 

esfera y forman entre si el ángulo de 60°. Rupuuta: p = "f6 a, e= O, e¡> = T 
{el eje Os se toma por la línea de intersección de los planos; el centro de la esf&
ra, por el origen de coordenadas; p, e, cp son las coordenadas esféricas). 

00 

74. Utilizando la igualdad ;% = ~ñ ~ e-a'.x da (a> 0), calcJllar las 
o 

~ COS Z dz ~ SOn X GZ -. m -. /n 
Integrales .} V z y .} V x . Respuuta: V T; V T . 

o o 



CAP 1 TUL O XV 

INTEGRALES CURVILINEAS E INTEGRALES 

DE SUPERFICIE 

§ l. I NTEGRAL CURVILINEA 

Supongamos que el punto P (x, y) se desplaza a lo largo de una 
curva plana L de un punto M a un punto N. Al punto P está aplica
da la fuerza F que varía en magnitud y dirección cuando P se despla
za, es decir, la fuerza es una función de las coordenadas del punto P: 

P = F (P). 

Calculemos el trabajo A de la fuerza /!' cuando el punto P se 
desplaza de M a N (fig. 326). Dividamos, para esto, la curva MN 
en n segmentos arbitrarios por los 
puntos M0 = M, M1, M 2 , ... 
. . . , M, = N, partiendo de M a 
N, y designemos por lls1 el vectot .A------1'--~;¡----

!ft•tl!J¡r 
M,M,+I· Designemos por F, la 
magnitud de la fuerza F en el punto Y,··+----~'tl""'"" 

M 1• En este caso, el producto esca
lar F,lls1 podemos considerarlo 
como la expresión aproximada del 
trabajo de F a lo largo del arco 
.--.. 
M;!vl ,+l: 

Sea: 
F = X (x, y) i + Y (x, y) j , 

donde X (x, y) e Y (x, y) son pro
yeccion(:s del vector 1:' sobre los 

o X¡ 

Fig. :J26 

X¡+IJX¡ X 

ejes Ox y Oy. Designando por llx1 y lly1 los incrementos de las coor
denadas .x, e y 1 aurante el paso de M 1 a M 1+1, obtenemos: 

Por consiguiente, 
lls1 = llx1i -1 lly¡j. 

F; /llJ¡ = X (x;, y,) llx1 + Y (x1 , y 1) lly1• 
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El valor aproximado de trabajo A de la fuerza l i' en toda la curva 
MN es: 

n " 
A :::::; ¿j ll' 1tl81 = ~(X (x;, y1) ÓX¡ +}"{X¡, y¡) óy,]. (1) 

i= ! i=t 

Sin hacer las definiciones rigurosas indiquemos mientras tanto 
que, si el limite de la expresión del segundo miembro de la igualdad 
existe cuando ó s1 -+- O (es evidente que óx1 -+- O y óy1-+- 0) , enton
ces, este límite expresa el trabajo de la fuerza F a lo l argo de la 
curva L entre los puntos M y N: 

n 

A = lím LJ [X(x1, y1) óx1 +Y (x1, y1) D.y¡). (2) 
ax¡ .... ot~t 

av¡- o 
El límite * ) del segundo miembro se llama integral curvilínea de 
X (x, y) e Y (:r, y) a lo largo de la curva L , y se designa así: 

A = ~ X (x, y) dx + Y {x, y) dy (3) 
L 

ó 
( N) 

A = ~ X (x, y) dx + Y (x, y) dy. (3') 
( M~ 

Los limites de las sumas de la forma (2) se encuentran a menudo 
en matemáticas y física, X (x, y) e Y (x, y) se consideran como 
funciones de dos variab les en un cierto dominio D. 

Pongamos las letras M y N, que reemplazan los límites de 
integración en la integral (3'), entre paréntesis, para indicar que 
ellas no son números, sino designaciones de los extremos de l a curva 
por l a quo se toma la integral curvilínea. La dirección a lo largo 
de l a curva L de M a N se llama sentido de integración. 

Si la curva L es la del espacio, la integral curvilínea de las tres 
funciones X (x, y , z), Y (x, y, z) Z (x, y, z) se determina de una 
manera análoga: 

S X (x, y, z) dx + Y (x, y, z) dy + Z (x, y, z) dz = 
L 

n 

= lim ~ X (xh, y¡,, Z¡,) D.x,. +Y (x¡,, .y¡,, zh) D.yh + Z (x,., Yh• ZJ<) D.zh. 
<l.x¡,-+0 h- 1 
diJJ<-+0 
Azk-+0 

La letra L por debajo del signo de la integr·al indica que la integra
ción se efectúa a lo largo de la curva L. 

Indiquemos dos propiedades de la integral curvilínea. 

• ) Aquí, ol límite de la suma integral se entiendo en el mismo sentido que 
en el caso de la integral definida (véase § 2, cap. XI, tomo I). 
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Propiedad t. Una integral curvilinea se determina por el ele 
mento de integración, la forma de la curva de integración y el senti
do de integración. 

La integral curvilínea cambia de signo simultáneamente con el 
cambio del sentido de integración, puesto que en este caso el vector 
!:J.s, y, por tanto, sus proyecciones !:J.x y !:J.y cambian de signo. 

Propiedad 2. Dividamos la curva L por el punto K en dos partes 

Lt y L2 de modo que MN = Mk + KN (iig. 327). Entonces de la 
fórmula (1) directamente se deduce: 

(N) ( K) (,\') 

S X dx + y dy = ~ X dx + y dy + S X dx + y dy. 
( M) !M) (~ 

Esta correlación es válida para cualquier número de sumandos. 
Indiquemos más que la definición de integral curvilínea es válida 
también cuando la curva L es cerrada. 

En este caso el origen y el extremo de la curva coinciden. 
Por eso, cup.ndo tenemos una curva cerrada no podemos escribir 

(¡'\') 

S X dx + Y dy, sino sólo S X d-:x + Y dy, indicando obligaLoria-
CM> r. 
mente el sentido del recorrido a lo l argo de la curva cerrada L. Para 
designar la integral curvilínea a lo largo del contorno cen-ado L 

frecuentemente se usa también el símbolo ~ X dx + Y dy. 
L 

Observación. Hemos llegado a la noción de la 
integral curvilínea, considerando el problema 
sobre el trabajo de una fuerza 1/' en un segmento 
curviHneo L. 

En este caso supongamos que en todos los 
puntos de la curva L está dada la fuerza /J' 
como una función vectorial de las coordenadas 
del punto de aplicación (x, y); las proyecciones del 
vector variable I/ sobre los ejes de coor
denadas son iguales a las funciones escalares 

f f{ 

f 

M 

Pig. 327 

(es riecir, a las numéricas) X (x, y) e Y (x, y). Por esto. 

una integral curvilínea de la forma S X dx + Y dy podemos consi-
L 

derarla como la integral de la función vectorial F dada por sus 
proyecciones X y Y. 

La integral de la función vectorial J:t' a lo largo de la curva L se 
desigua por el simbolo 

S F dS. 
L 
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Si el vector F se determina por sus proyecciones X , Y , Z, enton
ces, esta integral es igual a la integral curvilínea 

S X dx + Y dy + Z dz. 
L 

En particular, si el vector 1!' se oucuentra en el plano Oxy, la integral 
de este vector es igual a: 

S X dx-1- Ydy. 
L 

Cuando la integral curvilioea de una función vectorial P se toma 
a lo largo de una curva cerrada L, esta integral curviHnea se llama 
circulación del vector F a lo largo del contorno cerrado L. 

§ 2. CALCULO DE LA INTEGRAL CURVILINEA 

En este párrafo propongamos precisar la noción del limito de la 
suma (1), § 1, y, en relación con esto, precisar la noción de la 
integral curvilínea e indicar el procedimiento de su cálculo . 

.dx 

Flg. 928 

Supongamos que la curva L está dada por las ecuaciones en forma 
para métrica: 

X= cp(t), y = 'lj>(t). 

Analicemos el arco MN de esta curva (fig. 328). Sean a y ~ los 
valores del parámetro correspondientes a los puntos M y N. Divi da
mos el arco MN en elementos parciales tls1, por los puntos 
M , (Xt, Yt). M2 (x2. Y2) •... , M,. (x,., y,.), haciendo 

X¡ = (p (t¡), y¡ = 'lj> (t¡). 

Examinemos la integral curvilínea 

S X (x, y) dx +Y (x, y) dy, (1) 
L 

definida en el párrafo anterior. Demos aquí sin demostración un 
teorema sobre la existencia de la integra l curvilínea. Si jumiones 
q> (t) y 'lj> (t) son continuas y tienen derivadas continuas cp' (t) y 'lJ' (t} 
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sobre el segmento 1 a, ~) y si, además, las funciones X [cp (t), '!> (t)l 
e Y [cp (t), '!> (t) 1 son continuas como funciones de t en este segmento 
entonces existen los lfmites 

lím ~ X (x1, y,) 6x1 = S X (x, y) dx, } 
t.x¡-+0 1- 1 

lím ± Y (x¡, y1) 6y1 = i Y (x, y) dy, 
t.u¡-+O I - 1 

(2) 

donde x1 e y1 son las coordenadas de cierto punto del arco ó.s1• Estos 
límites no dependen del modo de dividir la curva L en arcos parciales 

ó.s1, cuando 6s1 - O, ni de la elección del punto M, (x, ij;) en el 
arco ó.s1• Estos lím ites se llaman integrales curvilíneas y se represen
tan así: 

n 

lím 2j X (x1, y1) 11x1 = S X (x, y) d.x, 
A;r¡-+0 1- 1 L 

n 

lím 2j Y (x1, jj,) óy, = S Y (x, y) dy . 
.e.u¡ -+ol~ l L 

Observación. Del teorema citado se deduce que hacia un mismo 
limite (es decir, hacia la integral curvilínea) tienden la~ sumas, 

deHnidas en el párrafo anterior donde los puntos M1 (x~o 0> son 
los extremos del arco ó.s, siendo arbitrario el sistema de división 
de L en los arcos parciales 6s1• 

El teorema formulado da la posibilidad de obtener el método 
para calcular las integrales curvilineas. 

A'lí, según la definición, tenemos: 
~~ n 

S X (x, y) d.x= lím ~ X (x1, y1) .1x1, 
( M ) Axt-+OI - 1 

(3) 

donde 
Ó.X¡ =- X¡ - X¡_ 1 - Cp (l¡) - q> (t¡ _ 1). 

Tmnsformemos ln última diferencia según la fórmula de Lagrange: 

ó.x1 = q> (t 1) - <p (t1 _ 1) =' cp' (-r1) (t1 - t 1 _ 1) = cp' (-r 1) ó.t;, 

don do -r 1 es cierto valor de t comprrndido entre los valores t; _ 1 

y t 1. Puesto que el punto x1, y1 en el llrCO 6s1 es arbitrMio, elijámos
lo de modo que s11s coordenadas correspondan al valo•· del pará
metro -r1: 

X¡ =cp(•t>. Yt='l'(T¡). 

Poniendo en la fórmula (3) lo!~ valores obteoidos de ;,, y 1 y ó.x,, 
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obtenemos: 
(N) n 

~ X (x, y) da-= lím ~ X [ q¡ ('t1) '1> (<1)) !ji (<1) 6!1• 
(M) l\1¡-ot= t 

El segundo miewbro es el límite de una suma integral para la fun
ción continua de una sola variable X (q¡ (t), 
'lj> (t) 1 q¡' (t) en el segmento [a, ~]. y 

Por consiguiente, este límite es igu!ll a la N 
integral definida de esta función: 

( N) fl 

~ X (x, y) dx = l X [q¡ (t), '$ (t) ] q/ (t) dt. 
(M) a 

Análogamente, obtenemos la fórmula: 
( N) p 

~ Y(x, y)dy = ~ Y[cp(t), 'l>(t)] 'lj>' (t)dt . 
( ~f) a 

z 

X 

X 

Fig. 929 Fig. 930 

Sumando miembro a miembro estas igua ldades, obtenemos : 
(N) 

S X (x, y) dx + Y (x, y) dy = 
(.U ) 

fl 
=S (X[q¡(t), 'lj>(t)J q) (t) + Y[q¡ (t), 'l>(t)] '$' ( t)) dt. (4) 

a 
Esta es la fórmula buscada para calcular una integral curvilínea. 

De manera análoga se calcula la integral curvilínea 

S X dx + Y dy + Z dz 
a lo largo de una curva en el espacio, dada pQr las ecuaciones x = 
= q> (t), y = 'lj> (t). z = 'X (t). 

Ejemplo 1. Calcular la integral curvilínea de una tt>rna d~ funciones: x3 ; 
3z¡¡1 ; -xf¡¡ (o, que es lo mismo, de la (unción vector ial z3t + 3z¡¡•¡ - z 1yk) 
a lo largo de un segmento de la recta que parte del punto M (3,2,1) al punto 
N (0, O, O) (fig. 329). 
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Soluc16n. Para hallar las ecuaciones paramétricas de la liono M N a lo 
!ergo de la cual so dobe realizar lo integración, eseribamos la ecu~ción de la 
r~·· t11 que pasa por 1~ dos puntos dados: 

X U : 
:r=-z=T; 

designando por t el valor <'omún de todas estas razones, obteMmos les ecuacio· 
ncs de la recto en forma paramétrica : 

:z: = 3t, V = 21, : = t . 

Es ev1dente, que al origen del segmento M N corresponde el valor del parámetro 
t - 1 y al extremo, el valor de t = O. No ~s difícil hallar las derivadas de :z:, 
y, : respecto al parámetro t (las que necesitaremos para calcular la integral 
curvilioea): 

:r¡ = 3, u; c~ 2, =i = 1. 

Ahora podemo$ ca lcular In integra! curvilínea buscada con ayuda de la 
fórmula (4): 
(/\) 

S :z:3d:z:+3zy!d1J--.l'21/dZ = 

(.W) 
o o 

~ [(31)3·3 7 31 (:!t)2·2-(31)2·21·1] clt= ~ 8713 dt -

1 1 

Ejemplo 2. Calru!Rr la in!Rgral curvilloea tle un par de fun('iones: Gx'y¡ 
10 :ry', a lo largo de In curva plana 11 = :r3 entre los p\ontos /1.1 (1, 1) y N (2, 8) 
(fig. 330). 

Solución. Para calcular la iot('gral buscada 
( .... , 
~ 6x:yd,.+10xyed¡¡ 

(,11) 

l"1cen falta las ecuacioot>s paramétricas de la curva dada. Pero. 111 ocuacíóu de 
la c-urva 11 = ;.;8 dAda explkitlllDento, es un caso particular ti.- la ecuación 
Jllll'llUiétrica: aqui, J~t abscisa :r del punto do la curva sirve de porámetro y laa 
ucuaciones pariilllétric<is dn la cut·va ~on: 

L. = .z, V •'· 

El pariÍJlletro x varía de :r1 -" 1 a :z:1 - 2. Es fácil cakular las dnrivodas res-
pecto al parámetro: 

P<)r con.siguien te, 
(N) 

\ 6x2¡¡dx+l0x!f •dyca 
(.it¡ 

:r.~ -~ 1, ~~~ • 3:rt. 

~ [6:rt,c:3.¡ + IO:z:.rl ·3r2J dx = 
1 

2 

=S (6~+ 30:z:0) dr=rx• f- :lr'OJt = t084. 
1 1 

Mostremos, ahora, algunas aplicaciones de la integral curvilínea. 
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1. La expresión del úrea de un dominio, limitado por una curva 
limitada, en función de una integral curvilínea. 

Sea dado en el plano Oxy un dominio D limitado por un contoruo 
L tal que lada paralela a uno cualquiera de los ejes de coordenadas 
y que pasa por algún punto interior del domini o, corte la fronter a 

o 

y 

a X 

F íg. 331 

L no más que en dos puntos (es decir, 
el dominio D es regu lar) (fig. 331). 

Supongamos que el segmento la, 
b] es la proyección del dominio D sobre 
ol eje O:r:; abajo D está limitado po1· 
la cmva (l1): 

Y = Yt (x) 

y encima, por la (l2) : 

Y = Y2 (x) , !Yt (x) <,. Y2 (x)l. 
Entonces, el área del dominio D es 
igual a: 

b b 

S = ) Y2 (x ) dx- S Yt (x) dx. 
a 

Pero, la primera integral es una integral curvilínea a lo lurgo 
.....--.. 

de la curvé\ l 2 (.MPN) puesto que y = y2 (x) es la ecuación de c.:ta 
curva; por tanto: 

IJ 

S Y2 (x) dx = S y dx. 
a l\IPN 

La segunda Ílttegral es una integral curvilínea a lo largo de la curva .....--... 
l1 (MQN), es decir: 

b 

S Yt (x) dx= l ydx. 
O MQN 

En v irtud de la propiedad 1 de la integral curvilínea, tenemos : 

~ ydx=- ~ ydx. 
111PN NPM 

Por consiguiente, 

S= - S y dx - S y dx = - S y dx. (5) 
NPM MQN L 

Tengamos en cuenta que la curva L se recorre en el sentido contrario 
al movimiento de las agujas del reloj. 

Si una parte de la frontera L constituye un segmento Mdvl, 
(M) 

paralelo al eje Oy, entonces ~ y dx = O, y la igualdad (5) es válida 
(M¡) 

también para este caso (fig. 332). 



Cálculo de la. Integral curvil!nea 

De modo semejante podemos demostrar que 

S= S x dy. 
L 

223 

(6) 

Sumando miembro a miembro las igualdades (5) y (6) y dividien
do por dos, obtenemos una fórmula más para calcular el área S: 

S = ~ ) x dy - y dx. 
L 

Ejemplo '3. Calcular el área de la elipse 

x = a cos t , ¡¡ = b sen t. 

Solución. Según la fórmula (7) hallamos: 

2lt 

S = {- S faces tbcost - bsent ( - asen t )j dt=nall. 
o· 

(7) 

Notemos que la fórmula (7), así como las fórmulas (5) y (6), son 
válidas también para las áreas de dominios cuyas fronLeras se corLan 
por las paralelas a los ojes de coordenadas 
en más de dos puntos (fig. 333). Para de
mostrarlo, d ividamos el dominio dado 
(fig. 333) en dos dominios regulares me
diante la línea t•. La fórmula (7) es 
válida en cada dominio. 

Sumando miembro a miembro, obtenemos 
en el primer miembro e l área del dominio da- o a 
do y en el segundo, la integral curvilínea 

( 1) ~~ nz con el coeficiente 2 tomada a lo largo de 

X 

toda la frontera, puesto que la integral indicada a lo largo de la 
línea de división l* se toma dos veces: una vez en el sentido directo, 
y otra, en el sentido inverso, por lo cual es igual a cero. 

2. Cál culo del traba jo producido por una tuerza variable F en 
una trayectoria curvjJínea L. 

Ya hemos indicado al principio del § 1 que el trabajo de una 
fuerza F = X (x, y, z) i + Y (x, y, z)j + Z (x, y, z) k a lo largo 
de una curva L = MN es igual a la integral curvilínea: 

(N) 

A = l X (x, y, z) dx + Y (x, y, z) dy + Z (x, y. z) dz. 
(.'1{) 

Analicemos tlll ejemplo concreto del cálculo del trabajo de una 
fuerza. 
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z 

Pig. 399 Ffg. 33!1 

Ejemplo 4. Calcular el trabajo A do la fuerza de gravedad Jo' durante ('1 
desplazamiento de masa m del puuto M 1 (a1, b1• c1) al puntu M 2 (a 2 , b1, c2) 
a lo largo de una trayectoria arbitraria L (Cig. 334). 

Sol ución. Las ,proyecciones do la fueru de gravedad 1'' sobre los ejes de 
coordenadas son: 

X = O, Y = O, Z = -mg. 
Por t an lo, el tnb11j0 buBCado es: 

( ~,,, ,. 
A = ~ Xdx + Ydy + Zdz = i { - m¡¡jdz = mg{c1 - r 2). 

(M¡) e ¡ 

Como se ''~' • en t>slt' caso la integral curvilínea no depende de la trayectoria 
tle integración, sino solamente de las poeiciones de los puntos inkial y final. 
Hablando con mayor precisión, el trabajo de la fuerza de gra~ cdad depende 
sólo do la diferencia en alturas ocupadas por el punto inicial y por el final. 

§ 3. FORM ULA DE GREEN 
Determinemos la relación entre la integral doble exlendida por 

un dominio plAno D y la integral curvilínea a lo largo do Ja frontera 
L dP este dominio. 

Supongamos que en el plano O:ty está dado un dominio D regular 
tanto en la dirección de O:t, como Oy, limitado por un contorno 
cerrado L (fig. 331). Sea este dominio limitado abajo por la curva 
y = y1 (z) y encima, por la curva y = y2 (x), y, (x) ~ y2 (x) 
(a~ z ~ b). 

En conjunto estas dos curvas forma n el contorno cerrado L. 
Sean dadas en el dominio D dos fu nciones continuas X (x, y) 
y Y (.:z:, y), que tienen derivadas parciales continuas. Examinemos 
la integral 

11 ax ~: y) rkdy. 
D 
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Representándola en la forma de la integral iterada de segundo orden, 
obtenemos: 

b ¡¡2(x) b 

f f dX dx dy = f ( f dX dy) d:& = l X (x, y) l""ex> dx = 
J J dy J J dy J ¡¡1 (x) 

D a l/1 (xl a 
b 

= J [X (x, Y2 (x)) -X (.x, y, (.x))] ch. (1) 
o 

Notemos que la integral 
b 

S X (x, y2 (x,) d:& 
a 

es numéricamente igual a la integral curvilínea 

S X (x, y) d:&, 
(MPN) 

a lo largo de la curva MPN, cuyas ecuaciones ¡>aramétricas son 

x = x, y = Y2 (x) , 

donde z es el parámetro. 
De este modo, 

b 

S X (x, Y2 (x)) dx = S X (x, y) d:&. 
a MPN 

(2) 

Análogamente, la integral 
b 

S X (x, Yt (x)) dx 
o 

es numéricamente igual a la integral curvilínea a lo l.argo del arco 
MQN 

b 

~X (x, y, (x)) dx= ~ X (x, y) dx. 
a (MQN) 

(3) 

Sustituyendo las expresiones (2) y (3) en la fórmula (1 ), obtenemos: 

~ ~ aX dxdy= ~ X(x, y)dx- ~ X(x, y)dx. (4) 
D 0!/ MPN M QN 

Pero. 

l X (x. y) dx =- S X (x, y) d:J: 
MQN NQM 

1!1-536 



(véase § 1, propiedad 1) . Por consigcricnte, podernos escribir la 
fúrmul a (4) en la forma: 

f i :~ dx dy = f X (x, y) d.L· + f X (x, y) lk. 
D y ,\IPN ,\1 QN 

Pero, la suma de las in tegrales curvilíueas del segundo miembro 
es igua l a la integra l curvilíne:~ u lo largo de toda la curva cerrada 
[, en sentido del movimiento de ltts o~otujos del reloj. Pm· tnnto , la 
úlli llH\ igualdad puede ser reducid11 a lil forma: 

f f : d:xdy = f X (x, y} dx. (5) 

1) 

(. (se¡:ún los a¡:: u ¡as d~l reloJJ 

Si una parle de la frontera está representada por un segmento 

l 3 , paralelo al eje Oy, entonces tenemos ~X (x, y} dx = O y la 
13 

ecuilción (5) permauecc váli da la m hi6n para este caso. 
Oe manera igual hall amos: 

f ~ o Y dx dy = - f Y (x, y) dy (G) 
J . iJx j 

n 
L (S•'gún l~s aQujns rl~l relOJ) 

Restando (6) de (5), obtenemos: 

~ ~ ( ~: - ~: ) dx dy = 1 
D 

X dx+ Ydy. 

(. (s•gQn l as n~uJas del reloJ) 

Si el sentido del recorrido del contorno Les inverso al movimien · 
lo de las agujas de un reloj, tenemos * ): 

f f ( ~~ - ~~ ) dx dy = f X d:x + Y dy. 
D L 

Esta es asi ll amada /6rmula de Green por nombre de físico y mate 
mático inglés D. Creen (1793-1841) .. ). 

• ) Si en una integral curvilínea por un contorno cerrado L no está 
indicado el sentido del rocorrido, se supono q,ue esto se efectúa a la dirección 
contraria al movimiento de las agujas del relOJ. So hacen referencias especiales, 
si el recorrido está realizado en el sentido de las agujas del reloj. 

••) Esta fórmula es un caso particular de una fórmula mós gcnl!ral, ohte
da por el matemático ruso M. V. OstTogradski. 



Integral cu,vtlfn.a que no dependa d~ tra¡¡utorta de lnugract6n 2Z1 

Hemos supuesto que el dominio D es regular. Pero, igual que 
en el problema del área (véase § 2) se puede demostrar que esta 
fórmula es válida para cualquier dominio que podemos dividir en 
los dominios regulares. 

§ 4. CONDICIONES PARA QVE UNA INTEGRAL CURVILINEA 
NO DEPENDA 

DE LA TRAYECTORIA DE INTEGRACION 

Examinemos la integral curvilínea 
(N) 

i Xdx+ Ydy, 
(M) 

a lo largo de una curva pl ana L que une los puntos 
M y N. Supongamos que las funciones 
X (x, y) e Y (x, y) tienen derivadas parcia
les continua.s en el dominio examinado D. 
Aclaremos las condiciones en las cuales la 
integral curvilínea no depende de la forma 
de la curva L, sino de la posición de los Ftg. 3ss 
puntos M y N. Analicemos dos cw·vas arbi-
trarias, MPN y MQN del dominio examinando D que unen 
los puntos M y N (Hg. 335). 

Sea: 
S X dx + y dy = S X dx + y dy, 

MPN MQN 
(1) 

es decir, 

S X dx + Y dy - S X dx + Y dy =O. 
MPN MQN 

Luego, en virtud de las propiedades 1 y 2 de las integralos curvi
lineas (§ 1) tenemos: 

S X dx + y dy + S X dx + y dy =o, 
MPN NQM 

es decir, la integral curvilínea a lo largo del contorno cerrado Les: 

S X dx + y dy =o. 
L 

En esta última fórmula la integral curvilinea está tomada a lo 
largo de un contorno cerrado L, compuesto de las curvas MPN y 
y NQM. Es evidente que podemos considerar este contorno L como 
arbitrario. 

Por consiguiente, si tenemos la condición de que la integral 
curvilínea no depende de la forma de la curva que une los dos puntos 
arbitrarios M y N, sino de la posición de éstos, resulta que esta 
.integral a lo · largo del contorno cerrado cualquiera es nula. 



La condusión reciproca también es válida: si la integral curv i
línea a Lo la-rgo de cual quier contomo cenado es nula, ésta no depen
de de la forma de la curva que unn los dos pLultos arbitrarios, sino 
sólo de la posición de estos puntos . 8n decto, de la igualdad (2) 
se deducH la (1). 

En el ejemplo 4, § 2, la integral cmvilínt!a no depende de la 
trayectoria de integración. En cambio, en el ejemplo ;3 la integral 
curvil ínea depNtde de la trayectoria de integración, puesto que la 
integra l n In largo del contorno cenado no es nula, sino da el área 
limitada pnr este contomo. 

En los ejemplos 1 y 2las integrales curvilíneas también dependen 
do la trayectoria de integración . 

Naturalmente surge l a pregunta: a qué condiciones deben satisfa
cer las funciones X (x , y) e Y (x, y) para que la integral curvilíuea 

~X dx + Y dy a lo largo de cualq11ier contorno cerrado sea nula . 

El teorema siguienlo da la respuesta: 

Teorema . Sean X (x, y) e Y (x, y) las dos funciones continnas 
en t odos los puntos rle cierto dominio D, igual que sus derivadas 

. BX (x, y) 8Y (x, y) p l . l ·¿, 
parctales, oy y ox . ara que a wtegra curvt mea 

a lo largo de un contorno L cerrado ct.talquiera de este dominio 
sea nula. es deci r, para que 

S X(x, ¡¡)dx l· Y(.r:, y)dy = O 
T, 

es necesario y suficiente que se cwnpla la igua ldad 

ax aY --=--
[)y 

en todos los puntos del dominio D. 

D.r 

(2) 

(3) 

Demostra ción. Examinemos un contorno cenado arbitrario L 
eo el dominio D y escribamos la fórmula de Green correspondiente 
a este contorno: 

J J ( a~-~: )dxdy= J Xdx+ Ydy. 
D L 

S i la condición (3) se cumple, la integral doLlc del primer miembro 
es idénticamente igual a cero y, por consiguiente: 

~ X dx + Y dy =O. 
L 

Queda así demostrado que la cond icióa (3) es suficiente. 
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Demostremos ahora que esta condición es también necesaria, 
o sea, si la igualdad (2) se cumple para cualquier curva cerrada 
L de D, entonces la condición (3) se satisface obligatoriamente en 
cada punto de este dominio. 

Supongamos lo contrario: que se cumple la igualdad (2) 

~ X dx + Y dy =O, 
L 

y no se cumple la condición (3), es decir: 

aY_ ax =FO. 
OX {}y 

aunque sea en un solo plmto. Sea, por ejemplo, la desigualdad en 
cierto punto P (.x0 , Yo) 

aY _ ax > O. 
OX {}y 

Como la función en el primer miembro es continua, ella es posi
tiva y mayor que cierto número 6 > O en todos los puntos de un 
dominio D', suficientemente pequeño que contiene el punto 
P (x0 , y0). Tomemos la integral doble de la diferencia 

oY fJX 
ax - ay ' 

por este dominio D'. Por supuesto, ella es positiva. En efecto: 

1 ) ( ~~ - ~X ) dx dy > i i 6 dx dy = 6 i i dx dy = 6D' > O. 
D' y D- o-

PerO, según la fórmula de Green, el primer miembro de la última 
desigualdad es igual a la integral curvilinea a lo largo de la frontera 
L' del dominio D', esta integral , según la hipótesis, es nula. Por 
consiguiente, la última desigualdad contradice a la condición (2) 

l · · • d 1 d'f · aY ax d. · t d y a supostcJOn, e que a 1 erenc111 ox - Ty sea 1st m a e cero, 

aunque en un solo punto, es falsa. De aqui se deduce que 

en todos los puntos del dominio dado D. 
El teorema queda , pues, completamente demostrado. 
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En el § 9, cap. XIII (tomo Il) hemos demostrado que el cumpli
miento de la condición 

éJY (x, y) iJX (x , y) 

fJx o y 
significa que la expresión X dx + Y dy es la diferencial total de 
cierta función u (x, y), es decir: 

siendo: 
X dx +Y dy = du. (x, y), 

(}u 
X (x, y)= ox' 

(}u 
Y(x, y)= ay· 

Pero, en este caso el vector 

F X' y· iJu.+auj = 't + J = ax 't (}y 

es el gradiente de la función u (x, y); la función u (x, y), cuyo gra
diente es igual al vector Xi + Yj, se llama potencial de este vector. 

(N) 

Demostremos que en este caso la integral curvilínea 1 = ~ X dx + 
(M) + Y dy a lo largo de cualquier curva L·, que une los puntos M y N, 

es igual a la diferencia de los valores de la funci6n u en estos puntos: 
(N) (N} 

~ Xd.x+ Ydy= S du(x, y)=u(N) -u(M). 
(M) U.f) 

Demostración. Si X dx +Y dy es la diferencial total de la 

f 'ó ( ) X au Y au l . 1 '1' unc1 n u x, y, entonces =-· =-ay y a mtegra curvt tnea ax. 
toma la forma: 

(N) r au au 
l = J axdx+ aydy. 

(M) 

Para calcular esta integral escribamos las ecuaciones paramétricas 
de la curva L que une los puntos M y N: 

X= q¡ (t), f1 ="' (t). 
Supongamos que al valor t = t0 del parámetro corresponde el 

punto M y al valor t = T, el punto N. Luego, la integral curvílinea 
se reduce a la siguiente integral definida: 

T . 

1 = r [ ()u dx + au dy J dt. 
J ax dt ay dt 
to 

La expresión entre los corchetes es una función de t, al mismo tiempo 
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esta función es la derivada total de la función u [q> (t), '11> (t)l res, 
pecto a t. Por consiguiente: 

T 

J= e (}u dt=U[q>(t), 'i'(t)) !T = J at lo 

'" 
=u[ q¡(t), 'IJ(t)]-ufq¡(to). w(to)]=u(N) -u(M}. 

Como vemos, la integral curvilínea . de una diferencial total no 
depende de la forma de la curva, a la largo de la cual se efec· 
túa la integración. 

La integral curvilínea a lo largo de una curva en el espacio tiene 
las mismas propiedades (véase § 7 de este capítulo). 

Observación. A veces tenemos que analizar las integrales curvi
líneas de una cierta función X (x, y) a lo largo de la longitud del 
arco L: 

n 

) X (x, y) ds = lim ~ X (x1, y 1) ós1, (4) 
L As¡-o l=t 

donde ds es la diferencial del arco. Tales integrales se calculan de 
un modo análogo a l usado para las integrales curvilíneas exam ina
das arriba. Supongamos que la curva L está dada por las ecuaciones 
paramétrjcas: 

X = q> (t), y = '1!> (t), 

donde q> (t), '19 (t), q>' (t), '11>' (t) son las funciones continuas de t. 
Sean a y ~ los valores del parámetro t, correspondientes al 

origen y al extremo final del arco L. 
<:omo es 

ds = v q>' (t)2 + '19' (t)2 dt, 

obtenemos fórmula para calcular la integral (4): 
B 

. S X (x, y) ds = S X [ q> (t), ljl (t)] V q>' (t)2 + '!'' (t)2 dt. 
L <t 

Podemos examinar la integral curvilínea a lo largo del arco de 
una curva en el espacio x = q> (t), y = '1' (t), z = X (t): 

jl 

I X(:r, y, z)ds= S x rq>(t), 'IIJ(t), x(t)JVq>'(t)2 +'1i''(tf+ x'(t)2dt. 
L a 
Con ayuda de las integrales curvilíneas a lo largo del arco podemos 
determinar, por ejemplo, las coordenadas de los centros de gravedad 
de diferentes lín eas. 
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Ra7.0n<lndo análogamente que en el S 8, cap. X n (tomo [}obtenemos 
la fórmul a para calc:u lar las coordenadas del centro de gravedad de 
una curva en el espacio : 

S :r ds 
L Xc= - r-- · 
~ds 

L 

S z ds 
L 

Zc=~· 

L 

(5) 

Ejemplo. Hll.llar las coordenad!!.S del centro de gravedad ue una espira 
de un hélice 

:r = a cos l , y = a sen t, z = bt (O ~ t < 2.n), 
si su densidad \inl)a l ~s constan~. 

Solución. Aplicando la fórmula (5), encontramos: 
2n 
\ acost VazsenZ ~+ azcosi t + b2 dt 
o 

Zc = ~~2~n-----------------------
~ V a 2 sen2 t+ a2 cos2 t +bZ dt 
o 

Análogamente, Y e = O, 
2n 

2n 
S a cos 1 V a2 + ¡,z dt 
o 

l!n 

~ Va2 + 1J2dt 
o 

) bt Va2 sen2t+a2 cos2t+ bZ d t 

z, = ....:0:..._ ________ --:====,...-----
2nVall+b2 

Así, las coorcicnadas del centro de gravedad de una espira del hélice son: 
xc = O, !le = O, •e = nb. 

§ 5. INTEGRAL DE SUPERFICIE 

Sea dado en el sistema de coordenadas rectangulares Oxyz 
un domin)o V ':! S\!1\ u una superficie limitada por una cmva J.. 
en el espacio. 

Respecto a la superficie a, supongamos que en cada su punto P 
la dirección positiva de l a normal se determina por el vector unit.a
rio n (P) , cuyos cosenos directores son funciones continuas de las 
coordenadas de los puntos de la superficie. 

Supongamos que en cada punto de l a superficie está de terminado 
un vector 

/1' = X (x, y, z) i + Y (x, y, z) j + Z (x, y, z) k, 

donde X, Y, z, son las funciones contin uas de las coordenadas. 
Dividamos arbitrariamente la superficie en los dominios o áreas 
elementales t:.a1• En cada una de estas áreas tomemos un punto 
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arbitrario P 1 y formemos la suma 

~ (F (P1) n. (P1)) t.a1, (1) 
l 

donde: 
/'' (P 1) es el valor del vector F en el punto P, del área elemental 

!:la" n· (P1) es el vector unitario de la normal en este punto; Fn es 
el producto escalar de estos vectores. 

El limite de la suma (1), extendida 
por todas las áreas !:la 1, cuando tos 
diámetros de todas estas áreas tienden 
a cero, se llama integral de superficie y 
se designa por el símbolo 

S~ Fn do. 
a 

Así, según la definición *) tenemos: 

lím ~ F 1n 16a1 = ll l<'n da. 
dJéiD 6 at -+0 o 

Cada término de la suma (1): 

(2) 

F 1n 1 !:lcr1 = F , 6a1 cos (n, F 1) (3) 
Fig. 886 

tiene la siguiente interpretación mecánica: este producto es igual 
al volumen de un cilindro de base !:lo, y altura F 1 cos (n, F 1). 

Si el vector F es la velocidad de un líquido que corre por la siperfi
cie a, el producto (3} es i gua! a la cantidad del líquido que pasa por 
6cr 1 en una unidad de tiempo, en la dirección del vector n 1 (fig. 336). 

Sí F es el vector de velocidad del líquido en un punto dado, la 
expresión i S Fn da designa la cantidad total de líquido que corre 

a 
por la superficie cr en la dirección positiva en una unidad de tiempo. 
Por eso, ta integral de superficie (2) se llama, también, flujo del 
campo vectorial F a través de la superficie a. 

De la definición de integral de superficie se deduce que si divi
dimos la superficie cr en las partes cr1, cr2 , ••• , cr" obtenemos: 

SS Fndcr= SS Fndcr + n Fndcr+ ... + iS Fndo. 
a oj a2 Gk 

Representemos el vector unitario n mediante sus proyecciones 
sobre los ejes de coordenadas: 

n = cos (n, x) i + cos (n, y) j + cos (n, z) k. 

*) Si la superficie a es tal q11e en cada uno de sus puntos un plano tangente 
varia continuamente su posición en función del desplazamiento del punto P por 
la superficie, y si la función vectorial F es continua en esta superficie, entonces 
este límite existe (admitamos sin demostración este teorema de la existencia 
de las integrales de superficie). 
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Poniendo en la integral (2) expresiones de los vectores de F y n 
en función de sus proyecciones, obtenemos: 

S S Fn da= S S [X cos (n, x) +Y cos (n, y)+ Z cos (n, z)] da. (2') 
o a 

El producto t!.a cos (n, z) es la proyección del área elemental 
6a sobre el plano Oxy (fig. 337); afirmación análoga es válida tam
bién para otros produetos 
6a cos (n, x) = t!.a 11 u t!.a cos (n, y) = t!.a :cz, 

f!.c¡ cos (n, z) = t!.a., 11 , (4) 

donde t!.a ~"' t!.ax•• t!.axv son las 'proyecciones de área elemental 
t!.a .sobre los planos de coordenadas correspondientes. 

Fit. 337 

En virtud de lo expuesto, la integral (2') podemos escribir tam
bién en la forma: 

l S Fn da= S S [X cos (n, x) + Y cos (n, y) + Z cos (n, z)] da = 
o o 

= SJ X dyds+ Y dzdz+Zdrdy. (2") 
t1 

§ 6. CALCULO DE LA INTEGRAL DE SUPERFICIE 

El cálculo de una integral por una superficie curvada se reduce 
al cálculo de una integral doble por un dominio plano. 

Indiquemos, por ejemplo, un procedimiento del cálculo de la 
integral 

J S Zcos (n, z) da. 
a 

Supongamos que la superficie a es tal que toda paralela al eje 
Oz la corta en un solo punto. Por tanto, podemos escribir la ecuación 
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de l a superficie en la forma: 

z = f (x, y) . 

Designando por D la proyección de la superficie a sobre el piano 
Oxy, obtenemos (en vir tud de l a definición de la integral de super
ficie): 

n 

S S Z (x, y, z) cos {n, z) dó = lím ~ Z (x1, y, z1) cos (n1, z)áa1• 
o dlámóo¡-o t~ t 

Tomando en cuenta la última de l as fórmulas (4) § 5, obtenemos: 
1 n 

n Zcos(n, z)da= lírn ~ Z(x, y ¡, f(x¡, y,)(áax11~t= 
o dlám<~.o:.: u-o ! = t 

n 

= ± lím 2] Z (x,, y,, f (x,, Yt)) /t1<Tx11 /¡, 
diAn,<~.o-..o 1= 1 

l a última expresión es una suma integral para la integral doble de 
la [unción Z (x , y, f (x, y)) por el dominio D. Por consiguiente: 

S 5 Z cos (n, z) da= ± S S Z (x, y, f (x, y)) d:c dy. 
o D 

El signo «más» delante de la integral doble se pone, cuando 
cos (n, z) > O, y el signo «menos», cuando cos (n, z) ~ O. 

Si la superficie o no satisface a la condición indicada al princi
pio de este párrafo, entonces, es preciso dividirla en partes, que le 
satisfagan a está condición, y calcular la integral por cada parte 
separadamente. 

De modo análogo calculamos las integrales 

S ~ X cos (n, x) da; ~S Y cos (n, y) do. 
o a 

Lo demostrado anteriormente justifica la expresión de una 
integral de superficie en la forma (2w) § 5. El segundo miembro de la 
igualdad (2") se puede considerar como una suma de integrales 
dobles por las proyecciones correspondientes del dominio a. Los 
signos de estas integrales dobles (o sea, los signos de los productos 
dy dz, d:c dz, dx dy) se toman de acuerdo con la regla indicada arriba. 

Ejemplo 1. Sea a una superficie cerrada tal que toda paralela al eje Oz 
la corta no mús que en dos puntos. 

E xaminemos la integral 

~ S z cos (n, z) da. 
(1 

Tomemos la normal exwr ior por la dirección positiva de la normal. En el 
caso dado podemos d ividir la superficie en d()S parws, inferior y superior, de 
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ecuaciones correspondientes: 
s = / 1 (z, y) y • = / 2 (z, y). 

Designemos por D la proyección de a sobre el plano Ozy (fig. 338); en
tonces: 

S S fi cos (n, s) da= S S fz (z , !1 ) dx dy- S S f 1 (x , y) dx dy. 
o D D 

La segunda integral tiene el signo m~enos• puesto que en la integral de 
superficie el signo del producto dz d¡¡ en la superficie z = / 1 (:t, y) debe tomarse 
negativo, siendo negativo cos (n, z) para esta superficie. 

Ftg. 838 Fig. 839 

Pero, la diferencia de las integrales del segundo miembro de la última 
fórmula representa el volumen limitado por la superficie CJ. Entonces el volu
men de un cuefpo, limitado por la superficie cenada <J , es igual a le. siguiente 
integral de superficie: 

V = S S zcos (n, z) da. 
o 

Ejemplo 2. Una carga eléctrica positiva e, colocada en e l origen de coor
denadas, genera un campo vectorial tal que, según la ley de Coulomb, e.n cada 
punto del espacio se determina el vector F: 

e 
P = k 7 r, 

donde r es la distancia del punto examinado si origen de coordenadas; r ee 
el vector unitario dirigido a lo largo del radio vector del punto dado (Iig. 339); 
k es un factor constante. 

Determinar el flujo del campo vectorial a través de una esfera de radio R 
y centro en el origen de coordenadas. 

Solución . Tomando en cuenta q11e r = R = const, tenemos: 

~ ~ k ;, m da= ;~ ~ ~ rndCJ. 
o o 

Pero, la últim& integral es igual al área de la superficie o. En efecto, según 
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a definición de integral (teniendo en cuenta que r1~ = 1), obtenemos: 

S S rn da = lim ~ r~tn~t.iG~t ""' lím ~ .iGit = 0'. 

0 
t.o11 ..... o t.o11 ..... o 

. ke ke 
Por tanLo, el flUJO buscado es R2 a= }(a ·4nR2= 4nke. 

§ 7. FOrtMULA DE STOKES 

Supongamos que tenemos superficie o tal , que toda paralela al 
eje Oz la corta en un so lo punto. Designemos por A. la frontera de o. 
Tomemos la dirección positiva de la normal n de modo tal que ésta 
forme con la dirección positiva del eje Oz un ángulo agudo (fig. 340). 

Sea z = f (x, y) la ecuación de l a superficie. Los cosenos directo
res de la normal se expresan mediante las fórmulas (véase § 6, 
cap. IX, tomo I): 

a¡ 
ax . cos (n, x) = -,"' ¡===='=;:::::==:=:::::=== , 

v 1 + ( :~ r + ( :~ r 
-~ 

f)y . cos (n, y) = --;===:==~==:==7~, v 1 + ( :~ r + ( :~ r 
{1) 

1 
cos (n, z) = -,"' ¡=====:=::::===:::::=== . 

v 1 + ( :~ r + ( :~ r J 
Supongamos que todos los puntos de CJ pertenecen a un cierto 

dominio V. Sea dada en el dominio V una función continua 
X (x, y , z), siendo continuas, también, sus derivadas parciales de 
primer orden, examinemos la integral curvi línea a lo largo de la 
curva A. 

S X (x, y, z1 d.x. 
k 

En la curva A. tentlmos l a igualdad z = f (x, y), donde x e y son las 
coordenadas de los puntos de la línea L que es la proyección de A 
sobre el plano Oxy (fig. 340). Por consiguiente, podemos escribir 
la igualdad 

S X (x, y, z) dx = S X (x, y, f (x, y)) dx. (2) 
). L 
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La última integral es c~rvilínea a lo largo de L. Transformémosla 
según la fórmula de Green, haciendo: 

X (x, y, 1 (x, y)) =X (x, y), Ü= Y(x, y). 

Sustituyendo en la fórmula de Green X e Y por sus expresiones. 
obtenemos: 

- ) ) fJX (x, y, f (x, y)) dx dy = j X (x, y, 1 (x, y)) dx, (3) 
D ay L 

donde el dominio D está limitado por la curva L. A base de la deri
vada do la función compuesta X (x, y, 
1 (x, y)) en la que y entra tanto directamen
te, como mediante ]a función z = f (x, y), 
hallemos: 

ax (x, y, 1 (x, y)) = ax (x, y, z) + 
ay ay 

+ ax (x, y, z) at (x, y) . (4) 
f}z ay 

Sustitu-yendo la expresión (4) en el primer 
miembro de (3), obtenemos: 

- r r [ax (x, y, z) + ax (x, y, z) a¡ (x, y) J dx dy = 
J J fJy i)z a!l 

D 

= J X (x, y., f(x, y)) dx. 

L 

Tomando en cuenta la igualdad (2), se puede escribir la última 
ecuación en la forma: 

f X(x, y , z)dx=- ff ax dxdy- ff ax !l_dxdy. 
J J J ay J J az ay 
:1. D D 

(5) 

Las dos últimas integrales se t ransforman en las integrales de super
ficie. Efectivamente, de la fórmula (2*), § 5 se deduce que, si tene
mos una cierta función A (x, y, z), se verifica l a igualdad: 

S S A (x, y, z) cos (n, z) do= i i A dx dy. 
a D 

En virtud de esta igualdad, las integrales del segundo miembro de 
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la igualdad (5) se transforman del modo siguiente: 

[ [ ~X dxdy= [ [ iJX cos(n, z)d<J, 1 
J J {)y J J ()y 

D o } (6) 

[ [ ~X fJ! d:t dy = [ f iiX at cos (n, z) d<J • . J 
J J iJz oy J J oy oy 

D n 

Transformemos la últi ma integral emple~tndo las fórmulas (1) del 
párrafo presente: dividiendo miembro n miembro la segunda de 
estas igualdades por la t ercera , hallamos: 

o sea, 

POI" cpnsigu iente, 

cos (n, y) of 
cos (n. z) = - oy ' 

oj cos (n , z) = -e os (n, y). 
ay 

r r ax ~1 dx dy = - r r o X cos (n, y) da. (7) 
J J oz ily J J iJz 

D o 

Poniendo las expresiones (G) y (7) en la ecuación (5), obtenemos : 

) X (x, y, z) dx = -1 J ~~ cos (n, ::) da + J J ~~ cos (n, y) da. (8) 
~ o o 

E l sentido del recorri do del contomo A. debe ser acordado con 
la dirección elegida de la normal positiva rt. Es decir, si un observa
dor mira desde el extremo de la normal, é l ve que el reco1·rido a lo 
lar¡to de A. se realiza contra el movimien to de las agujas del reloj. 

La fórmula (8) es válida para toda superficie, siempre y cuando 
puedo dividirse en partes, cuyas ecuaciones tengan la forma z = 
= f(x, y). 

Análogamente, podemos escribir las fórmulas: 

J Y (x, y, z) dy = J 1 [- ~ cos (n, x) + ~: cos (n, z) J da, (8') 

A o 

J Z (x, y, z) dz = J 1 [- :! cos (n, y) + :~ cos (n, x) J da. <~n 
" o 
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Sumando miembro a miembro las igualdades (8), (8'), (8w), 
obtenemos la fórmula: 

i X dx + Y dy + Z dz = i i [ ( ~: - ~~ ) cos (n, z) + 
o 

+ ( az - aY ) cos (n, x) + ( ax - az ) cos (n, y)] da. (9) 
f)y az iJz f)x 

Esta es así llamada. j6rmula de Stokes !físico y matemático inglés 
D. Stokes (1819-1903)). 

Esta fórmula establece la dependencia entre la integral de super
ficie o y la integral curvilínea a lo largo de la frontera i.. de o , sien
do recorrida i.. según la regla indicada arriba. 

El vector B determinado por las pr·oyecciones 

B _ az _ aY . 8 _ ax _ az . 8 _ aY _ ax 
:e- , ., - • - • 

f)y f)z fJz iJx fJx fJy 

se llama rotacional de la función vectorial F = Xi + Yj + Zk y se 
designa por el símbolo rot F. 

Por t anto , en fórmula vectorial la fórmula (9) toma la formal 
S F d8 = S S n rot F da, (9') 
~ o 

y podemos enunciar el t eorema de Stokes así. 
La circulación de un vector a lo largo de un contorno cerrado q~Ml 

limita una superficie es igual al flujo de su rotacional a través de esta 
superficie. 

Observación. Si la superficie o es una parto del plano , paralelo 
al Oxy, entonces t:u = O, y obtenemos ya la fórmula de Green, como 
caso particular de la de Stokes. 

De la fórmula (9) se deduce que si 

aY _ ax =O, az _ aY =O, ax _ az =O, (10l 
ax oy ay fjz oz ax 

la integral curvilínea a lo largo de toda curva cerrada i.. en el espacio 
es nula: 

S Xlix+ Ydy +Zdz=O. (H) 
~ 

Entonces, podemos decir que aquí la integral curvilínea no depende 
de la forma de la curva de integración. 

Igual que en el caso de una curva plana podemos mostrar que, 
para el cumplimiento de la igualdad (H ), las condiciones (10) no 
sólo son suficientes, sino también necesarias. 
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Después de satisfacer estas condiciones, el elemento de integra
ción es la diferencial total de cierta {unción u (x, y, z): 

X dx + Y dy + Z dz = du (x, y, z) 
y, por tanto, 

(N) (N) 

~ X dx + Y dy + Z dz = I du =u (N) -u (M). 
(M) (M) 

Esto se demuestra igual que la fórmula correspondiente para una 
funci6n de dos variables (véase § 4). 

Ejemplo 1. Escribamos las ecuaciones fundamentales de la dinámica 
de un punto material: 

m dv:r =X· dvv m dv:=z 
dt ' m dt =Y; dt · 

Aquí, m es la masa del punto; X, Y, Z son 
coordenadas de la fuerza aplicada al punto; 

proyecciones sobre Jos ejes de 

dx dy 
v,.=dt' vv~Tt • 

son proyecciones de la velocidad v sobre los ejes de coordenadas. Multipl i
quemos Jos dos miembros de las ecuaci:ones escritas por las expresiones 

V::cdt = d:r, Vy dt=dy, Vzdt=dz. 

Al sumar las igualdades miembro a miembro, obtenernos: 

m (v:r dv::c +vv dv11 + Vz dvz)=X dx + Y dy+Z dz; 

mf d(vi+v~+u!) =X dx+ Y dv+Z dz. 

Puesto que ~+v~+v!=v2, podemos escribir: 

d ( ~ mv2) .. x d:t + Y dy+Z dz. 

Calculemos la integral a lo largo de la trayectoria que une los puntos 
M , y M2: 

(M2) 

~ mvi- ~ mvf= ~ Xdx + Ydy+Zdz, 
(M a) 

donde v1 y v2 son las velocidades en los puntos Mi y M 2• 

La última igualdad expresa el teorema de las fuerzas vivas: el incremento 
de la energía cinética durante el paso de un punto al otro es igual al trabajo 
de la fuerza que actúa sobre la masa m. 

Ejemplo 2. Determinar el trabajo de la fuerza de atracción newtoniana 
haci a un centro inmóvil de una masa m durante e1 desplazamiento de una 
masa unitaria desde la posición M 1 (a11 b¡, C¡) a la M 2 (az, b2 , c2). 

Solución . Supongamos que el origen de coordenadas se encuentra en el 
cen~ro inmóvil de atracción. Designemos por r el radio vector del punto M 

16-536 



/ntegraks cun•ilíneas e lr~te¡¡rnles de superficl~ 

((ig. 34 1) que corresponde a una posición arbitraria de la masa unitaria, y por 
·ro, el vector unitario orientado a lo largo del vector r. Entonces 

L•'= - km ,.o 
r·l ' 

donde k es la constante universal de gravitación. Las proyecciones de la 
fuerza F sobre los ejes de coordenadas son: 

, 1 X 1 y .:r = -km r'l r ; y = - km 72....,. ' 
1 z 

Z = -km r2 r. 
Luego el trabajo de la fuerza F' en la tra YtC
toria M 1M 2 es igual a: 

(olfz) 

lj A = -km ~ xdx+Yr~¡¡+¿dz 
(M¡) 

(M2l (:llz) 

Fig. 341 = -km ~ r;!r = km ~ d H:} 
(M,) lt\11) 

(puesto que r2 = x2+y2+=2; r dr =x<l.:!:+ y dy+z dz). Designando por r 1 y r~ 
las longitudc!:> de radios vectores de los puntos M 1 Y M 2, obtenemos: 

A = krn (..!..-_!_). 
r 2 r 1 

Oc modo que, en este caso, la int.egral curvilínea tampoco depende de la 
lonua de la curv11 de integración, sino de las posiciones de los puntos inicial 

y final. La función u = km. se llama potencial tlol campo de atracción, gene
r 

rado por la masa m. F:n el caso dado 

X au Y=~ . Z=~' =-a;; • ay o; 
A = u (:1/2)-u (JI/ 1), 

PS decir, el trabajo para desplazar h1 masa Ut1itar ia es igual a la diferencia 
entre los valores de la pot.encial en los puntos inicial y final. 

§ 8. FORMULA DE OSTROGRADSKI 

Sea dado en el espacio un dominio regular tridimensional V, 
limitado por una superficie cerrada cr; la proyección de V sobre el 
plano Oxy da el dominio bidimensional regular D. Supongamos que 
se puede dividir la superficie <J en tres partes <J¡, cr2 y cr3 de modo 
que las ecuaciones de las dos primeras tengan la forma: 

z = /1 (:r, y) Y z = fz (x, y), 

donde / 1 (x, y) y { 2 (x, y) son las funciones continuas en el dominio 
D, y la. tercera. parte, cr3, es una superficie cilíndrica con la gene
ratriz paralela al eje Oz. 
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Examinemos la integral 

1 = J J J az (~zy, z) dxdy dz. 

V 

Al principio, integremos respecto a z: 
Js(x. 11> 

1 = J J ( J :~ dz) dx dy = 
D f1(x, 11) 

= J J Z (x, y, / 2 (x, y)) dx dy- J J Z (x, y, / 1 (:r, y)) dx dy. (1) 
D D 

Definamos en la normal a la superfici e la dirección determinada1 
a saber, la dirección que coincide con la de l a normal exterior a la 
superficie a. Entonces, cos (n, z) en la superficie a2 es positivo, 
en la a 1 es negativo y en la superficie a 3 es nulo. 

Las integrales dobles del segundo miembro de la igualdad (1) 
son iguales a las integrales correspondientes de superficie 

S S Z (x, y, /2 (x, y)) dx dy = S S Z (x, y, z) cos (n, z) da, (2') 
D Os 

~ S Z (x, y, !t (x, y)) dx dy = S S Z (x, y, z) (- cos (n, z)) da. 
D ~ 

En la última integral hemos pueslo (-cos (n, z)) por que los ele
mentos de l as superficies a, y az y el elemento del área ós del domi
nio D están ligados por la correlación ós = óa f -cos (n, z}], puesto 
que el ángulo (n, z) es obtuso. 

Asi, 

S S Z (x, y, !t (x, y)) dx dy = - S S Z (x, y, ft (x, y)) cos (n, z) da. (2'') 
D O t 

Sustituyendo (2') y (2*) en la iguald ad (1), tenemos: 

J J J az (~zy, z) drdydz= 

V 

= J J Z (x, y, z) cos (n , z) de+ J J Z (x, y, z) cos (n, z) da. 
o, o, 

Para comodidad de los cálculos ulteriores, escribamos la última 
ecuación en la forma (sumado S S Z (x, y, z) cos nz da = O, puesto 

o a 
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que en la superficie C1 3 se verifica la igualdad cos nz = O) : 

I I ~ oZ(~zy, z) dxdydz= 
V 

= J J.zcos (n, z) da + J J Zcos (n, z) da + J J Zcos (n, z) da. 
~ ~ ~ 

Pero, la suma de las integrales del segundo miembro de la últ ima 
igualdad es igual a la integral extendida por toda l a superficie 
cenada a, por consiguiente: 

J J J ~~ dxdydz= J J Z(x, y, z)cos(n, z)d<J. 
V o 

De un modo semejante, obtenemos las correlaciones: 

J ~ J ~~ dx dy dz = J J Y (x, y, z) cos (n, y) da, 
V o 

J J f ~~ dx dy dz = J J X (x, y, z) cos (n, x) da. 
V o 

Sumando miembro a miembro las t res últimas ecuaciones, obte
nemos la fórmula de Ostrogradski •): 

r r r (~+~+~) dxdydz= J J J a:c ay az 
V 

= ) ) (X cos (n, x) + Y e os (n, y) + Z cos (n, z)) da. (2) 

o 

L .. ax aY , az 11 d. . d 1 t ( a expres10n -a +.,- 1 ,- se ama wergenc~a e vec or o sea, 
X uy uz 

divergencia de la función vectorial) 

F = Xi + Yj + Zk 
y se designa por el símbolo div F: 

div F = ax + aY + az . 
ax ay az 

•) Esta fórmula {llamada también de Ostrogr3:dski - Gauss) fue obt~n.ida 
por el célebre matemático ruso M. V. Ostrogradsk1 (180,1-1861) y publicada 
por él en 1828 en !ll articulo cNotas sobre la teoria del calou. 
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Indiquemos que esta fórmula es válida para todo dominio que 
puede ser dividido en dominios parciales que satisfacen a las condi
ciones expuestas al principio del párrafo corriente. 

Demos una interpretación hidromecánica de la fórmula obtenida. 
Supongamos que F = Xi + Yj + Zk es el vector de velocidad 

de un líquido que corre a través del dominio V. En este caso, la 
integral de superficie en la fórmula (2) es la integral de la proyección 
del vector F sobre la normal exterior n; esta integral da la cantidad 
del liquido que sale de V a través de la superficie cr en una unidad 
de tiempo (o que entra en el dominio V, si la integral es negativa). 
Esta cantidad se expresa mediante la integral triple de div F. 

Si div F =" O, la integral doble extendida por toda la superficie 
cerrada es nula, es decir, la cantidad del líquido que sale (o entra) 
a través de toda l a superficie cerrada cr es igual a cero {no hay fuen
tes). Hablando con mayor precisión, la cantidad del liquido que 
entra en el interior del dominio es igual a la que sale de éste . 

En forma vectorial l a fórmula de Ostrogradski se escri be así: 

S n div F dv= i S Fn ds (1) 
V a 

y se anuncia diciendo: la integral de la divergencia de un campo 
vectorLa.l F, extendida por cierto volumen, es igual al flujo del vector 
a través de la superficie que limita este volumen. 

§ 9. OPERADOR DF. BAMILTON 
Y ALGU NAS DE SUS APLICACIONES 

Sea una función u = u (x, y, z). En cada punto del dominio 
donde está definida y derivada la función u (x, y, z) se determina 
el gradiente: 

au . au IJu 
~~u=i&+3~+k~. W 

El gradiente de la función u (x, y, z) se designa, a veces, de la mane
ra siguiente: 

Vu= i f!!!: + j fJu + k au · 
ox ay oz • 

el signo V es una delta invertida y se llama *Jlabla>>. 
1) Es cómodo escribir la ecuación (2) en la forma 

., (· a .a k a) • u = 1. ax + J ay + oz ~~ 
y considerar el símbolo 

V .a a a = -t - +J-+k a:c óy az 

(2) 

simbólica: 

(2') 

(3) 
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como un ((Vector simbólico». Este vector simbólico se llama hamilto
niano u operador de Hamilton, o, simplemente, nabla (V- operador) . 
De las fórmulas (2) y (2') se deduce que, al «multiplicar» el vector 
simbólico v por la función escalar u, obtenemos el gradiente "de esta 
función: 

vu = grad u. (4) 

2) Podemos formar un producto escalar del vector simbólico v por 
el vect or F = iX + j Y + k Z: 

'Y F = ( i :X+ j ~+ k :z)(i X + i Y + I¡;Z) = 

=~X+~Y+~Z= oX + oY + oz =divF 
ox ay f}z ox oy oz 

(véase el § 8). Así, 
vi<~= div F. (5) 

3) Formemos un producto escalar del vector simbólico v por 
el vector F = iX + jY + kZ: 

V X 1<' = ( i !.._ + j !._ + k~) X (iX + jY + kZ) = 
ox f}y az o 

i j 

a o 
ax ay 
X y 

k 

o 
oz 
z 

a 

= i 
ay 
y 

a a a 
(Jz 

-j 
ax oz + k z X z 

o i} 

ax ay 
X y 

=i (~-~) - j (Y.3_-~)+k(~-~)= 
~ ~ h ~ h ~ 

( az aY ) . ( ax az ) ( aY o X ) =i --- + .1 --- +k --- =rotF 
~ ~ ~ h h ~ 

(véase el § 7). Así, 

V X F = rot F. (6) 

De lo expuesto se deduce que el uso del vector simbólico v nos 
permite expresar las operaciones vectoriales de una manera muy 
breve. Examinemos unas cuantas fórmulas más. 

4) E l campo vectorial F (x, y, z) = iX + jY + kZ se llama 
campo vectorial potencial, si el vector F es el gradiente de cierta 
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función escalar u (x, y, z): 
F = grad u, 

o sea, 

F= i:+ J~+ k~ . 
En este caso, las proyecciones del vector F son: 

fJu fJu fJu 
X = fJx ' y= fJy ' z = oz • 

De estas igualdades se deduce (véase § 12, cap. VIII, tomo 1): 

ax aY aY lJZ lJX lJZ --=--. --=-- , --=--
ay lJx lJz lJy lJz lJx 

ó 

ax _aY =O, aY _ az = O, lJX _ az =O. 
lJy ax oz lJy az lJx 

Por consiguiente, para el vector examinado F tenemos: 
rot F = O. 

Así, obtenemos: 
rot (grad u) = O. (7) 

Aplicando v - operador, en virtud de las fórmulas (4) y (6), pode
mos escribir la igualdad (7) así: 

(V X vu) = O. (7') 

Usando la propiedad de que, para multiplicar un producto vectoria l 
por un escalar es suficiente multiplicar esta magnitud escalar por 
uno de los factores, escribamos: 

(V X V) u= 0. (?j 

Aqui, el operador v de nuevo tiene las propiedades de un vector 
ordinario: el producto vectoria l de un vector por sí mismo es nulo. 

El campo vectorial F' (x, y, z) para que rot F = O se llama 
irrotactonal. De la igualdad (7) se deduce que todo campo potencial 
es irrotacional. 

La conclusión inversa también es válida: si algún campo vecto
rial F es irrotacional , es también potencial. Esta afirmación es 
correcta, lo que so deduce de los razonamientos dados en el fina l 
del § 7. 

5) El campo vectorial F (x, y, z), para que div F = O, es decir, el 
campo vectoriai que no tiene fuentes (véase el §8) se llamasolenoidal. 

Demostremos que 
div (rot F ) = O, (8) 

es decir, que el campo de rotacionales es libre de fuentes. 
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En efeclo, si F = iX + jY + k Z, entonces: 

rot P = i ( az _ aY ) + J ( ax _ az ) +k ( aY _ ax ) 
(}y oz f)z {)x ax dy 

y por esto: 

d . < l ') a ( az aY ) + 1v rot • =- ----
ax {}y f)z 

+ i. ( ax _ az ) + ~ ( aY _ ax ) = o. 
ay f)z {)x az ax {)y 

Aplicado el 'V - operador, escribamos la igualdad (8) en la forma: 
'V (\7 X F ) = O. (8') 

El primer miembro de esta igualdad lo podemos considerar como 
un producto vectoria l y escalar (mixto) de los tres vectores: r¡, v. 
/1', dos de los cuales son iguales. Es evidente que este producto es 
nulo. 

6) Sea un campo escalar u = u (x, y, z). Determinemos el 
campo do gradientes: 

d 
. {)u+ . au + .. a¡¿ 

gra u = 't ax J ay r: oz . 

Ahora hallemos: 

div (grad u)= :x (:) +:y (:~) +! (:~) 
ó 

. ~u ~u ~u 
dtv (grad u) = - 2 + - 2 +-2 • 

ax ay az 
(!J) 

El segundo miembro de esta expresión se llama operador de Laplace 
de la función u y se designa 

óu = ~u+ ~u+ ~u. (1 0) 
a:z?- a¡/ oz2 

Por consiguiente, podemos escribir la igualdad (9) en la forma: 
div (grad u) = óu. (11) 

Con ayuda del v-operador escribamos la ecu ación (11): 
<vvu) = óu. ( t 1 ') 
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Notemos que la ecuación 

ó 

rlu + rlu + if:u =O 
f}x2 ()y2 oz2 

llu = O 
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(12) 

(12') 

se llama ecuaci6n de Laplace. La función que satisface a esta ecuación 
se llama función arm6nica. 

Ejercicios para el capítulo XV 

Calcular las integrales curvilíneas siguientes: 
t. ~ y2 d:r + 2xy dy a lo largo de la circunferencia :r = a cos 1, y= a sen t. 

Respuesta: O. 
2. S ydx-xdy a Jo largo del arco del elipse :r = acos t, y=bsent. 

Respuesta: -2nab. 

3. ~ :r?.~ 112 dx- xz~ yz dy a lo largo do la circunferencia con el cent.ro 
en el origen de coordenadas. Respuesta: O. 

4. ~ 11 ~~t :zdy a Jo largo de un segmento de la recta y= :r, desde 
:r = 1 hasta x = 2. Respuesta: In 2. 

5. I yzdx+xzdy+xv dz a lo largo del hélice x = acost, y=asent, 
z=kt, cuando t varía desde O hasta 2n. Respuesta: O. 

6. Sxdy-y dx a lo largo del arco de hipocicloide :r = acos3t, v= 

=a sens 1. Respuesta: ! na2 (área duplicada de la hipocicloide). 

7. ~ :r dy- 11 dx a lo largo del lazo del folio de Descartes x = 
1 
~~3 , 

11 = 13~1;3 • Respuesta: -} a2 (área duplicada del dominio limitado por este 

l azo). 
8. i xdv-vdx a Jo largo de la curva :r=a(t-sent), v=a(t-cost) 

(O< l < 2n). Respuesta: -6na2 (área duplicada del dominio limitado por un 
arco de la cicloide y el eje O:r). 

Demostrar que: 
9. grad (cq>) =e grad q>, donde e es constante. 
10. grad (c1q>+c2'!>) =c1 gradq> + c2 grad'!>, donde e es constante. 
lt. grad (<Jl'l>) =<pgrad'!> + 'IJgradq>. 

1 
12. Hallar grad r, grad r2, grad 7 , grad f(r), donde r =Vxz+v2+z2. 

r r 1' 
Respuesta: 7 ; 21·; --¡:3; f' (r)--;:-. 

t3. Demostrar que div(.J+B)=divA+divB. 
t4. Ca lcular div?·, donde r = rí+YJ+ zk. Respuesta: 3. 
15. Calcular div (Acp) , donde A es una función v4)ctorial, y cp s una 

función escalar. Respuesta: cp divA + (grad q>A). 
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16. Calcular div (r.e.), donde e es un vector constante. RupunttJ; (cr} • 
T 

17. Calcular dlv B (r.A). Rt•puerto. .AB. 
Demostrar que: 
18. rot(ctAt+c2.A2)=c1 rot.A 1+c2 rot.A 2, donde c1 y c2 son constantes. 
19. rot (.Ac) = gradA X e, donde e es un vector constante. 
2A). rot rot.A ==graddiv A-~A . 
2l. A X grad cp = rot(cp.A). 

Integrales de auperfieie 

22. Demostrar que S S cos (m) do = 0, ai o es una superficie cerrada y 11 

es su normal. 
23. Hallar el momento de inercia, r especto al eje Os, de la super ficie 

de un eegmento de la esfera de ecuación z'+Y'+zli=R• eeperado por el 
2nR 

plano r.=H. Respue1to.: -
3

- (2R3-3R'H+ H3). 

24. Hallar el momento de inercia, r especto a l eje Oz, de una parte de la 
super ficie del paraboloide de revolución zi+ yt = 2cs, separada por el plano 

16 
z; ... c. Respuuto.: 3 c6. 

25. Calcular las coordenadas del centro de gravedad de una parte di! la 

super[icie del cono z'+Y'= ;: s', separada por el plano s=-H. Rupue1ta: 

2 
O; O; J lf. 

26. Calcular las coordenadas del centro de gravedad de un segmento de 
l a superficie de la esfera z'+v•+:'=R', separado por el plano r.=H. 
Respuesta: (o. o, R1H). 

27. Halla.r S S (z cos (nz)+Y cos (11¡¡) +: cos (n:)J do, donde o es una super
o 

f ic ie cerrada. Re1puesta: 3 V, donde V es el volumen del cuerpo limitado 
por o. 

28. Hallar ) S : d:~: dy, donde S es la superficie exterior de la esfera 
S 

4 
z'+ v•+z!=R•. Rttpuesta: 3 nR'. 

29. Hallar S S zl dv d: + v• dz dz + zl dz dy, donde S es la superficie exte
s 

rlor de la esfera z'+v•+s'=R'. Ruput1ta: nR•. 
30. Hallar S S Vz'+v' ds, donde S es la superficie lateral del cono 

S 
zl v• .s2 2na• )1~ 
41+41- -¡;¡-=0, O<;s<b. Rt•puelta: 3 . 

31. Transformar , según la fórmula de Stokes, la integral 1 vdz+z dv+:r: dr.. 

Rupuuta: -S S (cos a+cos ll+cos y) ds. 
S 

Hallar las integrales curviHneas di rectamente y con ayuda de lll fórmu
la de Stokes: 
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32. I <v + z}d.2: +(•+%}du + (:z: + u)dz, donde L es una circunferencia 

:a:'+Y' +•' =a2, x+v+z=O. Respu~lta: O. 
33. ~ :z:Sv3d:z:+du+zdz, donde Les una circunferencia z' + u'=R', z-0. 

L nJl8 • 
Respue1ta: - 8 . 

Utilizando la fórmula de Ostrogradski, transformar las integrales de 
superficie en las de volumen: 

34. l S (:z: cos ~+ v cos ~ + s cos y) ds. Rupuma: S S S 3d% dv dz. 
S V 

35. ~S (x•+v2 +z')(dydz+d:z:dz+dxdu). R espuesta: 

36. 

37. 

S 
2 S S S (:r+v+z)d:z:dvdz. 

V 

S~ :rydxdu+u:dydz+zxdzd:z:. Resprtesta.: O. 
S 
~ ~ au au au 
j j 8% du dz+a¡ dx d•+az- d:z: dy. Respuesta.: 

S 

~ S ~ ( ::~ + ::~ + ~:~ ) dx dv dz. 
V 

Usando la fórmula de Ostrogradski, calcular las siguientes integrales: 

38. SS (:z:cosa+vcos~+:cosy)ds, donde S es la superficie de un elip
s 

. zl v' ¡2 
sotde Oí""+b2+C2=- 1. Resput!sta: 4nabc. 

39. S S (:z:lcosa+ylcos~+z3cosy)ds, donde S es la superficie de una 
S 

f 2 2 t R . 12- D5 es era :z: +y' +: - R . upu.uta. 5 Ro • 

40. S S xt dy dz +- y2 dz dx+ z2 d:z: dy, donde S es l a superficie de un cono 

S 
x2 112 z2 nll2b2 

42 +b2-C2=0 (O .,.;;: z -.< b). Respuesta: - 2- . 

41. S S :z:dyd: + vdxd: + zdTdy, donde S es la superficie de un ci lindro 
S 

x2+y2= a2, -H -.<:-.< H. Ruptusta: 3na2H. 

42. Demostrar la identidad ~ ~ ( ~~ + ::~ ) dx dy = ~ :~ ds, donde C 

n e 

('5 un contorno que limita el dominio D, y ~: , una der ivada siguiendo 

la normal oxterior . 
Solución. 

~~ ( ~: + ~~ ) dxdy = S -Y d:r-j X dy = ~ 1- Ycos(s, x)+ Xsen(s, x) Jds, 

o e e 
donde (s, x) es el ánguJo formado por la tangente al contorno C y e l ejo Oz. 
:Si des ignamos por (rr, x) el ángulo formado por l;o normal y el e¡c Oz, 
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entonces son (s, x) =Cos (n, z), cos (s, z) =-sen (n, x). Por consiguiente, 

~~(a¿ +~~)dx dy=~ [Xcos(n,z-)+Ysen(n,z)]ds. PoniendoX=!:, 
D e 

Y - lJu obtenemos: -iJy ' 

~) ( ::~ + ::~ ) dz dy = ~ ( ~: cos (n, z-)+ :; sen(n, z-)) ds 

ó 

n· ( lJ2u iJ2u ) ~ iJu 
•\ .) iJzZ + ot¡2 dz- dy = .) -¡¡;¡ ds. 
D e 

iJZu lJ2u 
La expresión éJzZ + aya se llama operador de La.pta.ce. 

43. Demostrar la identidad (así llamada fórmula de Grten) 

~ ~ ~ (vl1u- uóv)dxdydz = ~ ~ (v ~:-u~:) da, 
V o 

donde u y v son funciones continuas que tienen derivadas continuas hasta el 
segundo orden en el dominio D. . 

Los simbolos flu y llv significan: 

Estas expresiones se llaman operadores de Laplace en el espacio. 

Solución. En la fórmula 

~~~ ( ~! +~~ +~; ) dz-dydz=~~{Xcos(n,z-)+Ycos(n,y)+Zcos(n,z)]do 
V o 

pongamos que 

Entonces 

X=vu~-uv~, 

Y=vu~-uv~, 

Z=vu;-uv;. 

~ +: + ~ =v(u;..,+u~11+r~~)-u(v;x+ v~ + v;,) = vllu-uav, 
Zcos(n, :t)+Yco.s(n, y)+Z cos(n, z)= 

=v (u~ cos nx+u~ cos nv+ u; cos nz)- u (v~ cos nx+v~ cos ny+v~ cos nz) = 
au iJv 

=V -¡¡,t-u-¡¡¡. 

Po-r tanto, 

~ ~ ~ (vóu-uóv)dz-dy dz= ~ ~ (v ::-u;~ ) da. 
V o 



Eiercicíos para el capítulo XV 253 

44. Demostrar la ident idad 

~ ~ ~ óudxdydz= ~ ~ ::da, 
v a 

é)2u éJ2u é)2u 
donde ~u = ox2 + 

0112 
+ """"Oz2 (operádor de Laplace). 

Solución. En la fórmul a de Green deducida en el ejemplo anterior ponga
mos v = 1. Entonces 6 v = O y obtenemos la identidad mencionada. 

45. Si u (x, y, z) es una función armónica en cierto dominio, es decir, 
una función tal que en cualquier punto de este dominio satisface a la ecuación 
de Laplace 

entonces 

a 
donde a es una superficie cerr.11da. 

~do=O, un 

Solución. Se in(iP.re directamente de la fórmul a dada en el problema 44. 
46. Sea u (x , ¡¡, z) una función armónica en cierto dominio V y supongamos 

q ue en e l dominio V se encuentra una esfera a con el centro en el punto 
M (x¡, y1, z1) y el radio R. Demostrar que 

u (.2:¡, Yto .z1) = 4n
1
R2 ~ ~ u da. 

a 

Solución. Exam inemos el dominio Q limitado por dos esferas o, o de 
radios R y p (P< R) con centros en el punto M (x 1, y11 z 1) . Apliquemos a este 
dominio la fórmula de Green deducida on el problema 43, designando con u 
la función arriba indicada y con v, la funci ón 

1 1 
V=-= . 

r V(x-zt)2-I-(Y- YIJ2 -I-(z-zt)2 

Realizando la derivación d irecta y sust itución nos convencemos 
é)2v é)2v 

+ 0112 -1- iJzZ = 0. Por consiguiente, 

(' (' (..!.~-u-0+ ) do=O 
.) .} r on on • 
~+o 

é)Zv 
que élx2 + 

(' (' (_1_ ~-u 0 (7) ) da+ \(' (_1_ ~-u 0 (7) )da= O . 
.} .) r on on J .} r 011 on 

a -- a 

En l ns superficies o y!!. In magnitud + es constante ( ~ y *) y por eso· 

puede ser sacada .fuera del signo de la integral. En virtud de la respuesta 
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obtenida en el problema 45, tenemos: 

~ ~ ~ :~ da = O; 
a 

Por tanto, 

pero, 

a(+) a(+) 1 --a;¡- = __ íi_r_ = - ;:i" · 

Por eso 

ó 

u da. ( 1) 

a 

Apliquemos el teorema de l a media a la integral del segundo miemh1 o: 

- 1 \'\'u da= u(~. 11' ~) \'\'da 
p2 .) .) pÍ .) .) • 

o -- a 

(2) 

donde u(~. 1¡, (;) es el punto sobre la superficie de una esfera de radio p 
y centro en el punto M <~~o !lh z,). 

Hagamos que p tienda a cero; entonces u (s, 1], ¡;)-+u <~t• lit• ~,): 

: 2 Sj da-
4
;fa -4n. 

a 

Por consiguiente, cuando p-+ O, obtenemos: 

Pi' ~-~ u da-+ u(~¡, lit• z,) 4n. 

o 
Luego, puesto quo el prim.er mie.mbro de l a igualdad (1) no depende de p, 

entonces para p-+ O, obtenemos definitivamente: 

6 

! ~ ~ uda-4nu(zs, 1/tt .J¡) 

o 

u (:r:¡, llh z¡)= 4n1R' S_~ u da. 

a 
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SERIES 

§ 1. SERU::. SUMA DE UNA SERlE 

Definición 1. Sea dada una sucesión infinita de números *) 

La expresión 
u1 + u2 + u3 + . . . + Un + (1) 

se llama serie númerica. Los números uh u2, . . Un , •• se Haman 
términos de la serie. 

Definición 2. La suma del número finito de los n primeros t érmi
nos de la serie se llama n - ésima suma parcial de la serie: 

Sn = U¡ + U 2 + . . . + Un. 

Examinemos las sumas parciales: 

S¡ = U¡, 

Sz = u1 + u2, 
s8 = u 1 + ~ + u3 , 

s,. = u 1 + Uz + u3 + . . . + Un· 

Sí existe un límite finito 

s= lím s,., 

entonces, éste se llama suma de la serie (1) y se dice que la serie 
converge. 

Si lím Sn no existe (por ejemplo, sn-+ oo paran-+ oo), entonces 

se dice que la serie (1) diverge y no tiene suma. 
Ejemplo. Examinemos la serie 

a+aq + aqZ+ ... +aqn-l + . .. (2) 

•¡ Una sucesión se considera dada, cuando se conoce la ley que permite 
calcular cualquier su término Un para n dado. 
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Es una progresión geométrica con pr imer término a y ratón q (a -:P 0). 
La suma de los n primeros términos de la progresión geométr ica (para 

q -:P i) os igual a: 

6 

a-aq" 
Sn=~ 

1 - q 

a aq" 
8" ~ 1 - q- 1 -q" 

i) Si 1 q 1 < 1, entonces q"-+- O cuando n-= y, por consigu ion te, 
• , ( a aqn) a hm sn = hm ----- = --. 

n-+co n.-.00 1- q 1- q 1-q 

Esto significa, que si 1 q 1 < 1, la serio (2) converge y su suma es 
a 

• -= t - q• 

2) Si lql>t, entonces ¡qnl-+-oo cuando n-+-co y, por tanto, 
a-aq" -

1
_

9 
-+-±oo, cuando n -+-co, es decir, lim•n no existe. De esto modo, 

n -+oo 
cuando 1 q 1 > f, la serie (2) divergo. 

3) Si q = i , la serie (2) tiene 1 n r orma 
a+a+a+··· 

En este caso s,. =na, llm &n = co, es decir, la serie diverge. 
n-.oo 

4) Si q= - 1, la serie (2) toma lo rorma 
a- a+a- a+ ··· 

En este caso 

{ 
O, cuando n es par 

1
" = a, cuando n es impar. 

Por consiguient.e, s,. no tiene límite, la serie diverge. 
De este modo, la progresión geométrica (con el primer término di[erente 

de cero) converge solamente cuando el valor absoluto do la razón de la pro
gresión es menor que t. 

Teorema t. Si converge la serie, obtenida mediante la supresi6n 
en (1) de algunos de sus términos, entonces converge también la serie dada. 

Inversamente, si converge la serie dada, entonces converge también 
la serie obtenida mediante la supresi6n de algunos de sus términos. 
En otras palabras, en la convergencia de la serie no influye la suprest6n 
de un número finito de sus térmtnos. 

Demostración. Sean sn la suma de los n primeros términos de la 
serie (t); CA;, la suma de los k términos suprimidos (notemos, que 
cuando n es suficientemente grande, todos los términos suprimidos 
se contienen en la sumas,.); Gn-A• la suma de los términos de la serie 
que entran en la sumas,., pero no entran en la cA. Entonces tenemos: 

Sn = C~t + Gn-lu 

donde e,. es un número constante que no depende de n. 
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De la última relación .se deduce que si existe lím a,._h, entonces 
11 ... 00 

existe también lím sn; si existe lím sn, entonces existe también 
1\-+co n4>oo 

lim O"n-1< y queda asi demostrado el teorema. 
n-+ oo 

Concluyendo el párrafo , indiquemos dos propiedades elementales 
de las series. 

Teorema 2. Si la serie 

a1 + a2 + 
converge y su suma es igual a s, entonces la serie 

ca1 + ca~ + ... , 

(3) 

(4) 
donde e es un número arbitrario fijo, también converge y su suma es 
igual a cs. 

Demostración. Designemos por s,. la n - ésima suma parcial de 
la serie (3) y por o-11 , la suma parcial de la serie (4). 

Entonces: 

Un = ca1 + .. . + ca11 = e (at + ... -i- a,) = cs11 • 

De aqui es evidente que el límite de la n-ésima suma parcial de la 
serie (4) existe, puesto que 

lím cr,. = lím (csn) =e lím Sn =cs. 
11 -~W 

Por tanto, la serie (4) converge y su suma es igual a cs. 

Teorema 3. Si las series 
at + a2 + (5) 

y 
(6) 

-
convergen y sus sumas son iguales a s y s, respectivamente, entonces 
las series 

y 
(a, + b¡) + (az + bz) + 
(at - bt) + (az - bz) + 

- = -

(7) 

(8) 

también convergen, y sus sumas son iguales a s + s y s - s, respectiva-
mente. 

Demostración. Demostremos la convergenci a de la serie (7). 
Designemos su n-ésima suma parcial por o,., y las n-ésimas sumas 

parciales de las series (5) y (6) por s,. y sn, respectivamente, y obte-
17- 536 
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nernos: 

0 11 =(a,+ Ú1) + ... +(a,. + b 11 ) = 

= (a 1 + ... + a,)+ {Úr + + ú") =s,. + 7,,. 
Pas11n do en esta igua ldad al lí.nit.P, ruando n--+- oo , obtenemos 

lím 0 11 = tí m (sn + ';,,) = lim ;., + lím S,, = s + ~ 
11 • ' u -· ~· 

De este modo, la srrie (7) convNg-c y su su ma es igual a s :- s. 
De llllil manera srmejn n\.c :;e deruu cst ra que 1a serie (8) l:llnhién 

r.onverge y sn snnta es ig-ual a s- s. 
Se dice que las series (7) y (8) sou obtenidas mediante la adidón 

o In sustracción , respectivamente, té rmino a término, de las seri es 
(5) y (6). 

§ 2. CONI)JCJON NECESARIA 
DE CONYERGENCIA l ·t: UNA SERIE 

Eu el est.udi(l de la~ series, uno de los problemas princ.ipales es el 
de la.convergenci:l o de la divorgenda .J c la serie dada. A conlilllla
c.ión establezcnmos los criterios suficient.e.:: . a base de los ruales st~ 
puede resolver este problema. Ahot·a exand11emos 1111 cri te rio nece
sario para la convergencia de una sorit• , <·s decir , establezcamos In 
condición, cuyo in e u mpli rnicntu significa que la s~ri1> di vcr!{C. 

Teorema. Si una .~erie converge, entonces sn n-ésimo término tiende 
a cero, cuando n cr,-ce indefinidamente. 

Demostración. Sea la serie u, · :- tt~ -;- 'l.~ + . . . -: u,. ..;- .. . 
convergente, es decir, tiene lugnr la ignnl.!ad lím s., = s, douue 

n - oo 

ses la sumn de la serie (o sea, un número finito fijo), pero r.ntoHc.cs 
tenemos la i~mdrlad Jím s,._1 = s, puesto que cuando n - .... oo , Latn-

n- oo 
bién (n - 1) ~ oo. Sustrayendo término a tl•nnino la segunda i~ual
dad de la primera, obtenemos: 

lím Sn- lím Sn-1 =O 
n -~., n-o.:-

ó 
lím (sn -Sn-t)=O. 

,..~00 

Pero, 

Por consiguiente, 

lím Un =0. 

lo que se trataba de demostrar. 
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Corola rio. Si el n-ésimo término de la serie no tiende a cero, cuando 
n- oo, la serie diverge. 

E jemplo. La sorie 

diverge, puesto que 

lím u11 = lím ( 2 '~ 1) = -2
1 

=1= O. 
n ..... co n-oo n ~ 

Subrayemos que el cl"itE>rio analizado es sólo indispensable, 
pero no es suficiente, es decir , de Jo que n-ésimo término tiende a cero 
no se deduce obligatoriamente que la serie converge (la serie puede ser 
también divergente). 

Por ejemplo, la llamada serie armónica 1 + ~ + ~ + ~ + ... 
1 d" 1" }" 1 o .. . +- + ·· · 1vergc, aunque un tt11 = Jm- = . n 11_.00 7'l .oo n. 

Para demostrarlo, escribamos más detal ladamente In sl?rie armó
nica: 

'----------./ 

1 t t 111111 + 1} + 10 + 11 + 12 + 13 + 14 + 1 !l + 16 + 17 + (i ) 

Escribimos, luego, una serie auxiliar: 

t t 1 1 1 1 1 1+-+-+-+- +-+-+ - + 2 4 4 8 8 8 8 
16 sumandos 

r-- ~ ,--.-- -.-...._. 
1 1111 11 11 t + 1G + 16 + 16 + 16 + Hi + 16 + 1ü + 1li + 32 + ... +32 + ... 

(2) 
La serie (2) se forma de modo sigui ente: su primer t érmino es 

igual a 1; el seguudo, a 1/2; el tercer y cuarto son iguales a 1/4; 
los términos a partir del quinto hasta el octavo son igual es a 1/8; 
los términos desde el noveno hasta el 16 son iguales a 1/16; los t ér
minos desde el 17 basta el 32 son iguales a 1/32, etc. 

Designemos por se~, la suma de los n primeros términos de la serie 
armónica (1) y por s'~' . la s uma de los n primeros t~rminos de la 
sel'ie (2). 
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Pucs~o que cada ténnino de la soric (1) es mayor qnc el c·orres
pondienLe Lérmino de la serie (2)- o es ig nal a és~c. cu ~ouc:cs , para 
n > 2, tenemos 

(3) 

Calcu lemos las suru1:1s parciales de la sede (:!) para los va lores 
de n, iguales a 21 , ::!~. 2a, 24 , 2'': 

1 (1 1) ( '1 1) (1 1) 
S se = 1 + 2 + ·4 + lt + 8 + · · · + 8 + Hi + · · · + 1] = ___ ___,., ____ , _ ___.../ 

4 sum.ttHiu$ 8 surnandus . 

del mismo modo se ca lcula q1tc s2n = 1 + () ·1 12, s21 = 1 -=- 7 ·1 / 2, 
y, en general, s2~< = 1 + k ·1 12. 

Por consiguiente , las sumas parciales de la serie (~), pam k sufi
cientemente grande, pueden. ser mayores que cual quier número 
positivo, es decir, 

lim s~l= oo, 
n-"" 

pero, entonces, de la relación (3) se deduce que también 

lím s~l= oo, 
Tt _.,"'-

es decir, la serie armónica (1) diverge. 
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§ 3. COMPARACION DE LAS SERJES 
00 N TER&! 1 NOS POSJTI\'05 

Sean dos series con términos positivos: 

u 1 +~+~+ ... +un+ ••• t 
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(1) 

V¡ + V2 + Vs + . . . + Vn + (2) 
P1.ra éstas son válidas las siguientes aflrmadones. 

Teorema t. Si Los términos de La serie ('J) no son mayores que les 
términos correspondientes de la serie (2), es decir, 

Un<. v,. (n = 1. 2, ... ), (3) 
y la serie (2) converge, entonces la serie (1) tambifn converge. 

Demostración. De.~ignemos por s11 y a,., respectivamente, las 
sumas parcit.les de las series primera y segunda: 

n " 
Sn. = ~U¡, ·-· On = L V¡. 1=1 

De la coudición (3) so deducí' quí' 
s,. ~ a,.. 

Put•sto que la serie (2) cotn-í'rgc, entonceR 
su suma pMcial 

Hm a,, = a. 

(4) 
e.\ist.e el limite a de 

Puesto que los términos de las series (1) y (2) son positivos, tene
mos cr11 <a; entonces, en virtud de la desigualdad (4) 

S11 <a. 
Así. hemos demostrado que las sumas parciales fin l'stán limitadas. 
Xolemos q11e cuando n crece, In suma parcial fin t ambién crece; al 
mismo tiempo, del hecho de qltl' la sucesión de las sumas parcin les 
e:-:tá limilad a y cruce se deduce que ésta tiene un límite *) 

lím s, = s, 

y es evidente qlle 
s ~ a. 

Basándose en el teorema 1, Sl' puede jntgar sobre la convergenria 
de algunas series. 

Ejemplo t. La serie 
1 1 1 1 

l -f ;!2 + 33 +4t+ ... +ññ+ ... 
• ¡ Para convencerse de que la ~'nrinble> ~ tiene un límite, l'(>Cordemos un 

crill'rio do o:rdstencis del límite de una sucesión (véase § 5. cap. 11. tomo 1): 
esi la variable es crccitntc y acotada, entonces ella tiene u n límite•. En el caso 
dado, la sucesión do las sumas s11 está limitado y crece, por consigui11ntc, ella 
tienoJ un limite, es decir, la serir couvergo. 
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convergr. pul'!'lo tillO s us té rminn,o ~on mt•uores que> los términos corr• ·~ IJOll 
dientes •Ir la sr rio 

f -1· 12 .: 213 -1 2~ 1· ... + 21" + ... 
Per o, la última SN·io converge fiiiP~ lo que sus términos , a partir del scgumlo. 
form un u ua progresión gcon11!trica cll' razón t¡2. La s uma do esta sc>l'ie t•:; 

igual a 1 +. P or consiguieu te , e11 virtud d••l lcorrnw 1. la sel'ie dada la n1 · 

1 
bién <'<.lll\'<'rge y su suma no supera ~ J :f . 

Tt•ort>ma 2. Si los términos de la .~eril' (1) 110 son men.ores c¡ue lo.~ 
términos respectivo• de la serie (2), es decir 

u,. ~ 1'11, (!1) 
y la serie (2) diverge., entonces la serie . (1) también cliverge. 

Demostración. De la condición (5) se deduce que 
S,. > o" . (U) 

Como los términos de In serie (2) son positivos, entonces su suma 
parcial On c.rcce, al aumentar n, y c.omo la serie diverge, entonces: 

lím o 11 =oo. 
n-oo:· 

Pero, en virtud de la desigualdad (6) 
lím s11 ~ co , 
11-+IX) 

es decir, la serie (1) diverge. 
EjE-mplo 2. La serie 

i ·{- ~i+ ~3+ ... + ~ñ+ .. . 
d iverge puesto que sus términos (a part ir d_el segundo) son mayores que los 
términos cnrrl'spondientes de la serie armónica 

1 +++~+ ··· +*+···· 
la cual, cc.mo es sabido, divl'rge. 

O bser vació n : Los dos criterios demostrados (teoremas 1 y 2) 
sou válidos solamente pMa las series con t érminos positivos. E llos 
quedan en Yigor también para el caso , en que algunos términos de 
la pl'imcra o segunda serie son igu11les a cero. S in embargo, estos 
criterios dejan de ser ,·álidos, si entre los términos de la serie ha y 
números negati vos. 

§ 4. CRITERIO DE D'ALEMBERT 

Tcor(•ma (Criterio de d'Airmbcrt). Si en una. serie con términos 
positivos 

¡¿1 + 11~ i llJ + ... + u.,, + ... (1) 

la relación de (n ·! 1)-ésimo término reswcto al n-ésimo ca a rulo 
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n - oo, tiene un limite (finito) l, o sea, 

entonces: 

1' Un+t l un--=, 
n_.oo Un 

1) la serie converge cuando l < 1, 
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(2) 

2) la serie diverge cuando l > 1. 
(Cuando l = 1, el teorema no da la respuesta sobre la convergencia 
o divergencia de la serie). 

Demostración. 1) Sea l < 1. Examinemos el número q que satis
face a la correlación 1 < q < 1 {fig. 342). 

q·l q-1 
,e=:>.~ 1 

o 1 '!E:!. q 1 
Un 

.. 
Fig. 342 

De la definición del lím ite y de la relación (2) se deduce que 
para todos los valores n, a partir de cierto número N, o sea, para 
n > N, tiene lugar la desigualdad 

Un+t<q. {2') 
Un 

En efecto, como la magnitud Un+t tiende al límite l, la dife
Un 

rencia entre la magnitud u,.+t y el número l (a partil· de cierto 
Un . 

número N) se puede hacer menor, en valor absoluto, que cualquier 
número positivo, en parlicu lar, menor que q-l, es decir, 

1'~: 1 - ll<q-l. 

De la última desigualdad se deduce la desigualdad (2'). Escri
biendo esta desiguald ad para diferentes valores de n, a partir 
del número N, obtenemos: 

11 ,..-+1 < quN, } 
UN+2 < quN+t < q

2
uN, 

~-~+~ -=:- .Q~N.+~ ~ ?3~~· 
(3) 

Examinemos ahora dos series: 

Ut + Uz + U3 + · · · +UN+ UN+t + U ,V + 2 + (1) 

UN+ QUN + lu .,· + · · • (1') 
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La serie (1 ' ) es una progresión geométrica con razón positiva 
q < 1. Por consiguiente, esta serie converge. Los términos de la 
serie (1), a partir de uN+tt son menol'es que los términos de la 
serie (1 '). Según el teorema 1, § 3 y el teorema 1, § 1, deducimos que 
la serie (1) converge. 

2) Sea l > 1. 

Entonces, de la igualdad lim Un+t = l (donde l > 1) se deduce 
n ... oo Un 

que a partir de cierto u umero N, o sea, pua n >N, tiene Jugar 

1-f 1-1 

' ,e:;>,~ .. o f !!tttJ. ' Un 

Flg. 349 

la desigualdad Un.¡.t > 1 (fig. 343), ó un-t1 > u,. para todos los n > N. 
Un 

Pero Mto significa que los términos de la serie crecen, a partir 
del número N + 'l , y, por eso, el término común de la serie no 
tiende a cero. Por consiguiente, la serie diverge. 

Ob '6 1 L · d' · ' b' · d li ltn+t servac1 n . a serie 1vergu a tam 1en, cuan o m--= oo. 
n-.<» Un 

Esto se deducA de que si lim ~ = oo, en ton ces, a partir de cierto 
n-oo Un 

número n = N, tendrá lugar la desigualdad Un+t > 1, ó Un+t > u,.. 
u,. 

Ejemplo l. Estudiar la copvergencia de la serie 
1 1 1 

t + 1·:! + 1·2·3+ ... + 1·2 ·3 .. . · 11 + ... 

Solución. Aqui l.enemos: 
1 1 1 1 

u,. 1·Z· ... ·n --nr· "n+l= 1· 2· ... ·n(n+1) . (n+ 1)1; 

r.tn+l n! 1 
u;;-= (n+ 1) l =ñ+t· 

Por consiguie11te, 
u 1 1 

lhn -.!!.L.= lím -+ 1=0< 1. 
n-.oo Un n ..... oo n 

La serie converge. 
Ejemplo 2. Estudiar la convergencia de la serio 

2 22 23 2" 
1+2+3+· ·· +-;¡+·· · 
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2n 
Solucioo. Aqui tenemos: Un= n ; 

Hm Un+t = Hm 2 _n_=2 > 1. 
,......, Un n-.cx> n+ t 

La serie diverge y su tétmino· común Un tiende al infinito. 

Observación 2. El cri terio de d 'Alembert da la respuesta de que 
una serie positiva dada converge o no, sólo en el caso en que 

lím un+, existe y difiere de 1. Si este límite no existe o existe, 
n-.oo Un 

pero Hm Un+t es igual a 1, entonces el criterio de d' Alem-
,,_"" Un 

bert no permite es tablecer que la serie converge o diverge, puesto 
que, en es te caso, la serie puede resultar tanto convergente, como 
divergente. Para solucionar el problema sobre la convergencia de 
semejantes series es preciso aplicar otro criterio. 

N . ba . l' Un+t 1 l , u ,.+l otemos, sm em rgo, que SI 1m-- = y a razon - -
n-+oo Un. U n 

pHra todos los números n, a partir de_ cierto número, es mayor que 1, 

1 · d' E f · U n+l 1 1 a sen e tverge. n e ecto, Sl --u;:-> , entonces u,.+, > u, y P 

término común no tiende a cero, cuando n-+ oo. 
E10tudiemos los ejemplos que ilustran lo euunciado más arrih.t . 

.Ejemplo 3. Ana lizar l a conv.,rgenr.ia de la serie 

1+2 ..1. 3+ + n + 
2 3 '4 "' n + l ... 

n + 1 

Solución . Ac!Ui 1' Un+ l r n+ Z r n
2 + Zn + i L En el CliSO - ~!~= ,.:~ -n- = n:~ n2 + 211 

n+1 

dado la sería c! i\'erge, puesto que un+ t > 1 para todos los 11: ur•+ t = 
Un Un 

= n2 + 2n + 1 > t
nZ+ 2n 
Ejemplo 4. Aplicando el criterio de d'Aler;.~ bert pnra la serie 11rD1Ónica 

·t 1 1 1+ 2+3+- .. +-;¡+ .... 
1 1 . . t oot.ernos que un =n , un+t = n+ 1 , y, por consrgutt~n e, 

lím Un+ t = lím +n 
1

= 1. 
n .... oo Un n~oo lt 
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As í, busantl u..."tl crt t~l crit~rio dt• li'Alcmbert , no podt•mos d~tcrminar, si la 
serie dada couvergo o diverge. Pero antes hemos definid o por otro procedí

mi<'n lo, que la serio armónica d ivergc. 

Ejemplo 5. Anulitar la conwrgl'nc ia de In S<' ri c 

...!._ 1- __!_ + ....!._+ ·'· 1 
t ·:! 2·3 ;¡./¡ o o o ' 11 (11 ·1· 1) 

Sol urió n. :\qui. 

u,. ~ 11(11 -!- l) ,tlnH = (tl f l)(n -f- :!)' 

r "n~ t )' 11 (11 ;- t ) lí " 1 
n~~ u;;-= .. ~'!!,(tr .¡- 1 )(11+ 2) = n:!n+2_.,. · 

U<~~tiruf o:::e en el cr iterio de d'Alembert no podemos determinar nada 
respecto a la convergencia de esta serie, pero. partiendo de otras consi
dcrac íones, se puedo derini r QUl' la serio converge. Al notar que 

1 
n(n + 1) = n- n + t ' 

podcmu:! I'SCribir la :-crie dada 011 Ja [Ormn siguiente: 

(+-~) + (y-* ) + (f-+) ;- ... + (*- 11 -~ 1 ) +·· · 
lJr~pué:o de abri r los paréntcsi~ y hac.. r la reducción, la suma parcial 

dt> los 11 pr imeros términos será igual a 

Por cousiguiente, 

s,. - t--
1
-

11 ·:- t o 

lím Sn = lim (t --1
-, -1

) = l . 
n-oo n .... oo n -r 

es tlecir, la serie converge y s u ~ unto es igual a 1. 

§ 5. CIIITERIO DE CA l iCH Y 

Tt'orcma (Cri terio di.' Caucby). Si para la serie con términos 
positivos 

tt, + u2 + tt3 l- . . . + u,. + . . . (1) 

la magnitud ji Un liene un limite finito l cuando n- oo , es decir , 

lím ~=l. 
entonces: 

1) si l < 1, la serie co1tverge; 
2) si l > 1, la serie di!'erge. 
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Demostración. 1) Sea 1 < 1. Examinemos el número q que 
satisface a la desigualdad l < q < L 

A partir de cierto número n = N, tiene lugar la relación 

¡"~ -lj<q-l; 

de don de se deduce que 

ó 

u,.<r/' 
para todos los n ~ N . 

Ahora examinemos dos series: 

ltj + Uz + ¡¡,3 + • • • + IIN +UN+!+ UN+2 + 
lj!l. + IJN+! + qN +2 + • • • 

. . . , (1) 

(1'¡ 

La serie (1 ') converge puesto que sus t érminos forman una 
progresión geomét-rica "decreciente. Los t érminos de la serie (1), 
a partir de u ;v, son menores que los términos respecti vos de la 
serie (1'). Por consiguiente, la sel"ie (1) converge. 

2) Sea l > 1. Entonces, a partir de cierto número n = [1; , 
tenemos: 

V un > 1 
6 

¡,¿n > 1. 

Pero, si todos los términos de la serie examinada, a partir de u/\., 
son mayores que 1, la serie diverge, puesto que su término común 
no tiende a cero. 

Ejemplo. Estudiar l a converg!'ncia do la serie 

+ + ( i ) 2 + ( ; ) 3 + .. . + ( 2n ~ 1 ) n + .. • 
Soluci6o. Apliquemos el criLcrio de Cauchy: 

n ·- n f ( n )n - n 1 
lím l ' tln = lím l / 2 -'- 1. ~ lín' -2 .L 1 =-:; < 1. 

n -+oo ra-..oo n. 1 n-.oo n r ' 

La serie converge. 

Observación. Jgual que en el criterio de d 'A_lcmhcrt , el caso de 

. ·~ l1m ~ u,.=l= i 
u-o.. 
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exige un estudio adicional. E n tre las series que sa tis fact'n a esta 
condición , p\.Lcden encontrarse tanlo convergen tes, como dh·crgentes . 
Asi , p11ra l11 sr rie armónica (que, como es sabido , divergr) tenemos : 

V
-

.. - 1 
lí m V u,.= lím - = '1. 

n-ou n - • OU n 

Para 8!'"gururse de esto, dE-mostremos que l ím In 
, _,.. (11;) 

I:: fecth a menlll, 

l im In V .!.._= lím - lnn. 
n -oo n r~-ro n 

n( T 
l . - """ O. t 11 

Aquí el numerud:)r y el denominador de la fracrión l iet11len a l 
iufini to. AJ1 licando la regla de l ' Hospital, hallamos: 

1 

l• 1 . n1 li - 1 n '~ ti - n o 1m n - = m = m--= . 
n-"' n n-+«' 11 n -+oo 1 

. ·¡-1 "¡ ·T P ues, lu V n-o. PNO e n lonCE'": 1 n- 1' es decit•, 

lí m .!.._ = l. V
-

n-01."'1 n 
Par:> la :;prie 

también ti1oc l u1~a r la igualdad 

1 +-:;· + n· 

~í1 VTVT . límVun= lím V ~= lím - -= 1, 
n-oo n-oo n n-oo ft n 

pero esta serie converge, puesto que, si supriri.imos el primer tér
mino, los térmíuos de la serie obtenida serán menores que los 
corre:;; pon dientes términos de la serie con vergeDte 

(véase el ejAm plo 5, § 4) . 

+ 1 + 
n(n + 1) 
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§ 6. CRITERfO J NTEGRAL 
DE CONVERGENCIA DE LA SERIE 

TPorema . Sean los términos de la serie 
U¡ + u2 + u3 + . . . + u,. + 

positivos y no crecientes, es decir, 
u1 >- u2 >- u a >- ... , 

y sea f (.t) una junci6n continua no creciente tal que 

f (1) = u1; f (2) = u2; ... ; J (n) = u,.. 

En este caso son válidas las siguientes afirmaciones: 
1) si la integral impropia 

00 

S f (x) tk 
l 
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(1) 

(2) 

converge (véase § 7, capít.ulo Xl, tomo l), es convergente también 
la serie (1): 

2) si esta integral diverge, es divergente también la serie (1). 

Demos tración. Representemos los términos do la serie geomé
tl'icam euto, marcando en el eje de abscisas los números de los térmi-

y y 

o o 
Fi¡¡. 344 Fig. 3d5 

nos de la serie 1, 2. 3 ... n, n + 1, .. . , y en el eje de ordenadas, 
los valorp.s correspondientes de \ns términos de la serie n1, u 2 , •• • 

. • • Un , . •• , (fig. 344). 
TraceJJlos en la misma figura la grá fica de la función continua 

no creciente 
y ~ f (x), 

que satisface a la condición (2). 
Examinando la figura :)44, notamos que el primer de los .rectángu

los construidos tiene la hase igual a 1, y la altura f (1) = u 1• Por 
consiguieJJte, el úrea de este rectángulo es u 1• El itre·a del segundo 
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rt•ctCtn gnlo es u~. etc.; por fin, el área del último (n-ésimo) de los 
rN:t.:'utgulo!; ronstruidos es U.n. La suma de las áreas de los rectángulos 
constrÚidt>S es igual a la suma sn de los n primeros términos de la 
serie. PM otrH parte, la figunt esca lonada formada flOr estos rectángu
los comprende un dominio limitado por la c.urv<t y = f (x) y las 
rret.as x 1, .e = n + 1, !1 = O; e l área de este dominio es igual 

a J 1 1

/ (.r.) dx. PM consigui ente 

1 
11 T 1 

Sn > S f (.r) dx. (3) 
1 

Analicemos nhom la figura 345. ;\quí , el primer (izc¡nierdo) 
de los rectángulos construidos tiene la a!Lura u2 ; por tanto , su área 
es tarubi.:n u2 • E l área del seguudo rer.t..íngulo es u 3 , etc. El {trea 
del último de los rectángulos constru idos es tln+t· Por consiguiente, 
la suma de las áreas de todos los rectángulos construidos es ignal 
a la su ma do todos los términos do la sC'rie, a partir c.lcl sc¡::nn do 
hasta e l (n + 1)- ésimn, es dec.ir , es igual a s,+1 - u1• Por otra 
parte , como es fúcil ver, la figura escalonada formada por ~tus 
rcctángulns, cst.ú com prendida en e l interior de la f¡g · rn 
rnrvilÍlwa lirnit.ada por la c.urv<l y = f (.1:) y las rectas :r .,..... 1, 
,¡; ~- n - ¡- 1 , y -- O. E 1 área de C!lta fig ma cm vi línea es igua 1 a 

de dond e 

n 1 1 

S 1 (x) cb·. P or ronsiguiC'nte, 
1 

n+ l 

Sn +t - U ¡ < ~ J (.e) d:r, 
1 

n + t 

s,.+, < J /(.r)d:r:+u 1• 
1 

Ahora anal icemos nmbos rasos. 

(4) 

1. S upongamos que la in tcgral S f (J:) rl:r converg(•, es decir, 
1 

tiene un valor finito. 
Puesto que 

n+l 

S 1 (x) dx < S f (x) d..r, 
1 1 

entonces, en virtud de la desigunldad (/¡) tonemos: 

s,. < Sn+ l < S f (:r) d;r + Llt. 
1 
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es decir, la su ma parcial sn queda limitada para todos los. valores 
de n. Pero, al aumentar n, ésta crece, puesto que todos los térmi 
nos Un son posit ivos. Por consiguiente, cuando n- oo, s,. tiene 
un límite fini to: 

lí m .~,. = s, 
n .. •~' 

es decir, la sede converge. 

n+ t 

00 

2. Supongamos, i:.ambién, que S 1 (x) eh:= oo. Esto s ignifica que 
( 

S 1 (x}dx Cl'L'Ce indefinidamente al aumt>ntar n. P ero eutnncos, 
1 

en virtud de la de~igualdad (~{), s, tnmhién crece ind<'fiuidnnH'ntc 
a l numentar n, es decir, la ~e1· i c uiYergc. 

De este modo. t.>l teorema qncda \'' 'mple wmen te rlemo~trarlo. 
E jcmplu. Analizar la cnnvet¡:<'nci.l lle In ~er ie 

~ +~;+Jv+ ... +~7 ... 
•1 Solución. ,\pl i111ll'fl10S PI cl"ikriu iulcgrnl, ponit•ndo 1 (.r.) = ;:¡;. E~tu run· 

ciúu sa 1 is fucc a lutlas la,, comlit:imws d el lf)Orl•lllél. :\ria 1 ic-clnos lu iutcg,·al 

N { __ l_:r.l-,, l.v , - 1-(.VI - t•- t) para p =f; 1, 
~> d:r· , _ 1 - p 1 1 - f' 

J .t'' ¡v 1 • 1 lu :r: ·1 ·~ u '" pura p 1. 

Hagamos qut> X til·utla al iu rinilu y l'Studi\'lli"s la fOIIvt•rgcncia tiL• la in t<'gl'a l 
impropia on dift'n·ut~s casos. l-'ortil•1ulo ole I'Sto. podc01os juzgar cle la l'IIIIV o' r · 
g•·nciu n clivcrgt•llda de In srrit' paru •lifL•rrutt•s valon•s do p. 

~ ,¡_,. 
Si /' > 1, ~ --;:¡:- ~ -p=t, e• tll'Cir, la inlo<gra! es rinila y. !•llr rcm~i· 

1 

..., 

"" 
~ 

d .t: 
-=OOt 

~ .r•/i 

1 

la in tcgr¡¡ l r~ iu finil n. In 

St'rh• di\'t'rt,t<'; ~¡ 1' = 1, ~ '~:· ,- ro, la in l t.>gr,tl e:< inrinita, la scric• din·rgc. 
1 

::iec1 a lcmos c¡ur ni ,.¡ nitcriu tle ol'.\lembcrt, ui e l de Caucby, eX(IIItilladnll 
m!Í.s nrriba, rcS1H"Iven 1" cuc:<t iún resvf'Ctu a la convergencia de L'.:<la St>ri•!, 
pue.o;to que 

l . lln + t l ' ( 11 ) P 
1111 --"' ' 1111 --~- = 1, 

n·· ~ 'O Un n - -» 1& ·:· 

l . .. -· - , . 1;"'~ 1· (r"'~.1) 1 : • 1 lU\ l' un .::- tm --¡; =-: 11n - :.~ tJ = . 
n -•oo " •oo n n.-CIO n 
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§ 7. SERIES ALTERNANTES. TEOREMA DE LEIBNIZ 

Hasta ahora hemos estudiado las series cuyos términos son 
positivos. En el párrafo presente examinemos las series cuyos 
tPrminos son alternativamente positivos y negativos, es decir, 
las series de la forma 

., 
donde u 1, u 2, ••• , un, ... son positivos. 

Teorema de Leibniz. Si una serie alternante 
Ut- Uz + U3- u• + ... (un > 0) 

es tal que sus términos 
U¡> Uz > U3 > 

y 

lím Un=O, 

(1) 

(2) 

(3) 

entonces, la serie (1) converge, su suma es positiva y no supera el primer 
término. 

Demostración. Analicemos la suma de los n = 2m primeros 
términos de la serie (1): 

S2m = (ut - Uz) + (u3 - u,) + ... + (u2m-1 - Zt2m). 

De la condición {2) se deduce que las expresiones entre los 
paréntesis son positivas. Por consiguiente, la suma s~," es positiva, 
s~ ,. > O, y crece, con el aumento de m. 

Escribamos ahora esta misma suma de modo siguiente: 
s2m = u 1 - (uz - u3) - (u, - u5) - ... 

· · • - (Uz m - 2 - Uzm-t) - U2m · 
En virtud de la condición (2), cada una de las expresiorres entre 
paréntesis es positiva. Por eso, al restar deln úmero u1 las magnitudes 
encerradas entre paréntesis, obtenemos un número menor que u 1, 

es decir, 
Szm <U¡. 

Por consiguiente, hemos determinado que, al aumentar m, 
Szm crece y está limitada por arriba. De esto se deduce que s2m 

tiene un limite s: 

lim Szm=8, 
m_,.co 

siendo 
O< s< u1• 

Sin embargo, la convergencia de l a serie todavía no está demostrada; 
hemos demostrado solamente que la sucesión de las sumas parciales 
«pRres» tiene como limite el número s. Ahora demostremos que las 
sumas parciales «impares>> también tienden al límite s. 
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Examinemos, para esto, la suma de los n = 2m + 1 primeros 
t 6rmin os de la serio (1): 

S2m+t = S~,. + U2m+l· 

Como, segúu la condición (:~). lím Uzm+t = O, tenemos 

lím Szm+s = lím Szm + Jím U2m + s = Hm Szm = s. 
n¡ -.~>oo 

De est.o modo hemos demostt·ado que lím s" = s tanto con n par, 
n - • oo 

como c.on n impar. Por ·cousiguiente, la serie (1) converge. 

1 
----- U¡ - -----+-l 
---- U.! ____ ,...¡ 

---· - u,- -
- - u!--.1 

J 
S¡ 

Ftg. 346 

Observación 1. 1~1 teorema de Leibniz se p11ede ilnstrot• geomé
tricanwnte de mouo siguiente. 1\!Mcaromns Pll una rctta numérica 
las sumas p:n·ciales (f(g. 346): 
s1 = u 1• s?. =-~ u 1 - U·~ = s1 - u.~ , s3 = s2 -l- u 3 , s4 = s3 - u" 
s5 = s, + u5 , ell~ . 

Los punt.us que conespondcn a las sumas pnrcialos, tienden 
a c.ierto puntos que reprcscnt.a la suma de la serie. Al mismo t.iempo 
los puntos qu(~ <'otTespondeu a las sumas parcinles pares, seoucuentran 
a la izquierda de s " lo:- que corrcspoudeu a sumas impares, a la 
derecha de s. 

Obst•r vación 2. S i ln serie alternante ~atisface a la condición 
del teoremú de Leibniz, 110 es cJifícil evaluar el l' rror que se comete, 
si se suslituye su su m a s por uno snma parcial s, . Al efectuar tal 
sustiLurión, supriu1imos todos los términos d~ la serie a partir 
de un + l · Pero , estos uúmeros forman una serie al turnan te, cuya 
suma, en valor absoluto, es menor que el primer t~rmino de esta 
serie (ús decir, es menor que u.n·+ 1). Por lo tanto, el error que se comete 
al sustituir s por s11 , uo supera, en valor absoluto, el primer de los 
t~rminos suprimid os. 

Ejc1nplo 1. La serie · 

t8-53S 
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converge, puc~to que 

t t 
1) 1>2>3···; 

2) lím Un .,. lim -
1
- = 0. 

n-oo n-t>-00 n 

La suma de los n primeros ttirminos ele esta serie 

1 1 1 n 1 
•n = 1- 2 + a---¡-+ ... ·t(-1) +1 n 

l 
difiere de la !1\lma s do la serie en una magnitud menor que n+ 

1 
. 

Ejemplo 2. La Sl'rie 

eonvergP, en virtud dl'l teorema de Leibniz. 

§ 8. S ERIES CON TERMINOS POSITIVOS Y NEGATIVOS. 

CONVERGENCIA ABSOLUTA Y CONDICIONAL 

Una serie cuyos términos pueden ser tanto positivos como nega
tivos se llama serie con términos positivos y negativos. 

Las series alternantes, examinadas en el párrafo anterior, son, 
evidentemente, un caso particular de las series con términos posi
tivos y negativos. 

Analicemos algunas propiedades de las series con términos 
positivos y negativos. · 

Pero, a difct-encia de lo aceptado en el párrafo anteri01·, suponga
mos ahora que los números u., u2 , ••• , u,., . .. pueden ser tanto 
positivos, como negativos. 

Demos, ante todo, un criterio su[icient.e, muy importante, 
de convergencia de una sorie con términos positiv~s y negativos. 

Teorema t . S l la serie con términos positivos y negativos 

u, + IL2 + . . . + Un + . . . (1) 

es tal que la serie compuest.a de valores absolutos de sus términos 

1 u, 1 + 1 Uz 1 + . . . + 1 Un 1 + . . . . (2) 

converge, entonces la serie dada con términos positivos y negativos 
también converge. 

Demostración. Sean s,. y C1n las sumas de los n primeros términos 
de las series (1) y (2}. . 

Sean , además, s~ la suma de todos los términos positivos y s~, 

la suma de los valores absolutos de todos los t~rminos negativos 
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comprendidos entre los n primeros términos. de la serie dada; 
e11lonces: 

Sn =S~ -S~ ; C1 11 =S~ +s~. 
Según la hipótesis, a, tiene por límite a; s~ y s~ son las magnitudes 

positivas crecientes, menores que o. Por consiguiente, ellos tienen 
los límites s' y s". De la correlación s,. = s~ - s~ se deduce qu&. 
también s11 ti ene uu lím ite qu e es igual as' - s", es decir, la serie 
con términos positivos y negativos (1) converge. 

E l teorema demostrado perm ite juzgar de la convergencia de 
ciertas series con t érminos positivos y negativos. El estudio del 
prob lema sobre la convergencia de un11 serie co n términos positivos 
y negativos se reduce, en este caso, nl análisis de una serie con 
términos positivos. 

Exam in amos dos ejemplos. 

Ejempl o t. Ana li7.1ll" la c:onvergencia Je In serie 

sen a , sen 2a l sen 3a + SCJ

11

t ." " .L ••• , --¡z-- ,. __ 2_2_ · ~ -J- · · · • r (3) 

dnnde r.t es un tlúmero cualquiera. 

Solución. ExnmioPmos junto con la serie dada, hts ser ies 

'
~¡ ..:. ¡sen 2a¡.J.,sen3a ,_L +1~1+ 

1 2 • 22 ., ;{2 ,... • • • 11 2 • • • (4.) 

y 
1 1 1 t 

"""12+ 22 +32+ · .. +nz+ · · · <S> 
La s•' rie (5) convt·rge (\"iiasc § 6). Los térroinos ele la serio (4) no son mayo

t t>S que los tkrroinos correspondientes de la serie (5), por consiguiente, l a 
seriC' (t\) también convergr. Pero. entonces, en virtud del teorema demostrado, 
la se!ric dada con tárminos posi tivos y negativos (3) también converge. 

Ejemplo 2. Ana lizar la convergencia de la serie 

cos.=_ cos3~ cos5~ cos (2n-1) !:. 4 4 4 4 
-3~+~+--v---+···+ 3" + · ·· (6) 

Solución. Examinemos, junto con la serie dada, la serie 

1 1 1 ' t -¡¡+32+ 33 ·:· ... +y.+... (7) 

Esla serie convE>rge, pue~to que es una progresitín georoétri<"a decreciente 
de razón 1/3. P E>ro, en esto caso, converge wmbiéu la sl' rie dada (6), puesto 
que ·'liS tt:·nuinos. en valores ahsolutos, son menores que los t¡¡nninos correspon
dientes da la serie (7 ). 

Notemos qu e e l criterio de convergencia , demostrado más arriba, 
es sólo su fi ciente par!l una serie alternante, pero no es necesario: 
exist~n las se.ries <'.on términos positivos y negativos tales que con
vergen , mient ras q1JC las series formadas de valores absolutos de 

t8• 
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sus tér minos divergen. Es útil. por est.n, int.rodnc'ir las nociones 
ue convergtmcia absoluta y conuicionnl de u na sul'ic con términos 
po!iitivos y negativos, y, basándose en estas nor.ioncs, clasificur 
est.ns series. 

De fini ción . La serie ron términos positivos y 

u. + u2 + u~ + . . . + tt,. + . .. 
se llama absolutamente convergente, si con verge la 
de valores nhsolutos de sus términos: 

1 u, 1 + 1 ~~~ 1 + 1 U3 1 + · · . + 1 Un 1 + 

negativos 
(1) 

sol'ie furmacln 

(2) 
Si la serie con t.érminos positivos y negativos (1) converge y la 

seri~ (2), formada de valores absolutos do SllS téJ'tninos, divergo, 
ent onces la serie dada (1) so llamo. condicionalmente convergente. 

Ejempl u 3. 1.~ serio c,••n lórrninos positivos y negativos 

i 1 1 
t - -2 +3-4~ ... 

es condicionnlruonle con ,•er~cnLe, puesto quu la serie formad:~ do vu loros 
absolutos dtt sus términ 'lS es la serie armónica 

t i 1 
i ·i·2+a+ 4 + .. ,, 

que divcrge. Pero. la misma ser ie convorg,., lo qut> es fúci l comprobar con 
ayuda del criterio de Leibniz. 

Ejempl o 4. La serio con términos posi~ivos y nega l iv'lS 

1 1 1 
t - Tr"+m-7.1+ ... 

es absolutnmcnto convergente puesto quo In 1\0rio formada de valores .thso
lutos de sus lérminos: 

1 1 1 
t +2J+J!+t.~+ ·· ·· 

converge, como fue establecido en §1. 

Utilh~nndo la noción de coJwergllo,~i a absoluta, podemos formular 
el teorema 1 de modo siguiente: toda serie absolutam~nte convergente 
es una serie convergente. 

En conclusión indiquemos (sin demostración) las siguientes 
propieda des de las series absolutamente r-onvergeutes y condicional
men te convergentes. 

'Teorema 2. Si una serie es absolutamente convergente, ella queda 
tibsolutarraente convergente con cualquier cambio de l orden de sus 
ténntnos. E n este caso, la sum4 de una serie tal no depende del orden. 
de stU tlrmtnos. 

Est a propiedad no es propia de las series condicionalmente 
convergentes. 
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Teorema 3. S i una serie converge condicionalmente, entonces, 
se puede cambiur el nrút·T~ de los términos de esta serie di' modo tal 
que la suma de la. nuet·a serie nbtcn.ida sea exactamente igual a lln 
número arbitrario A dado de antemano. M'ás alÍn, se puede cambiar 
el orden de los térml1Lns de la serie condicionalmente convergente de 
mndo tal que la nueva serie sea dit.:ergente. 

La demostración dl' t•:-tos t.coremas sale fuera dn los marcos del 
presente cu rso . 

Para ilustrar la a ril'lnación de que la suma de una serio condicio
nalmente convergente puede variarse a l camhiar el orden de sus 
Lórminos, examinemos el t'jemplo siguiente. 

EJI.'ntplo 5. La ~o·ri~: o· uu lérminos positivos y ncgnti\'us 

1 -~-! _.! __ .!.,-l 
2 :1 1, 

(X) 

1111 convl'rgc nb!!ululuutl'ulr. Ot•si~lll'IIIOS su ~uma fl''r s. Es evid t•nto, que 
s >O. Cumbio:mos el onlen rl•• los términos do la serie (!1) .te modo que des
pups di' un tér1n!no ¡¡nsi tivu vnpn dos términos negativo¡;: 

t J 1 1 t . t 1 1 l - 2 ·-·:;, 1 - ~-- f¡· '8 ;· . .. + 2h - 1 - lok-2-7.Tr+ •" (!l) 
~ ~ __ ---.J 

UCIIHISLn·aum' que 111 :wrie ublen itln conver·gc. prro su sumn s' o•;< dvs vcccs 
mNtor !JUI' la l'U I•UI ,le la st>rio (X) , es Jeci r , ~s igu<d a -} s. Dt•sigtu•anos por 
rn y r;, las sumas pan:in lcs lit' tus ;:,Cr ii'S (&) y (!J). Examinemos Ita sumo 3k 
do lérrni nos ole In srriCt (!1): 

( J _ .!.. _ .!..) z .) 

( -~ --1) ...:.. ( .:!.. -~) + -1 (- 1 ___ 1 ) ~ 
~ ·~ ' ló X .. ' lo k - 2 4k 

· ~ [(• ·- ~ ) (}- i-) ·, ... 1- ( z,.:._ t -· 2~)] = 

- ~ ( 1 - + + * -+. . . . . 1 2k ~ 1 - }~ ) = ¿ '2! . 
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De este modo, obtenemos: 

lím · ' 
1 

n...,.oo Sn = $ -= 2s. 
Pues, en es te caso la sw:na do la serie se ha caruhi~do d~spué~ de la permu

tación d e sus té rminos (se ha reducido en <.l oble) . 

§ 9 . SERIES OE F U!'\CIONES 

La serie u1 + u2 -l ... + un .; .. . se llama serie de funciones, 
si sus términos son funciones de x. 

Examinemos un a serie de funciones: 

t¿1 (x) + u2 (x) + u 3 (x) + . . . : u, (x) l- . . . (1) 

Dando a x determinados valores numéricos, obtenemos di[ercntes 
series numéricas que puede u se1· tanto convergentes, como divergentes. 

El conjunto de los va lores de x, para los cuales la sel'ie de fu ncio
nes converge, se llama dominio de corwergencin de est.a serie. 

Es evidente, que en el dominio de convet·gencia de una serie de 
funciones su suma es cierta fuucióu de x. Por esu, la suma de la serie 
de funciones se designa por s (x). 

Ejemplo. Examinemos la serie de funciour s 
1 + x + x 2 •• • -i- .z;" + ... 

Es ta serie converge para todos los vn lor<>s de :r c 11 ~1 inlt!n•alo (-1, 1). 
es tlccir, para todos los valores x que sa tisfacen a la condición 1 x 1 < t . Para 

todu valor de x en e l intervalo (-1, 1) la sWtla de la serie es igua l a -1 -
1
- (la 

-x 
suma do una progrcsiúu geom61rica tl ecrl'cicul<• COit razón :r). Por consiguil' nll~. 
<'n e l intervalo (-1, !) la serie dada dcwrminu la función 

1 
s(x)- 1 - x' 

qu11 •·s la suma de la serie, es de(:ir, 
1 

1 - x :... 1 -1 :r;-j :>:2 + ,-3+ ... 

Designemos por sn (x) la suma dP los n primeros términos de la 
serie (1). Si esta serie converge y S\1 suma es ig ual a s (x), entonces 
s (x) = Sn. (x) + rn (.e), dond e r, (x) I?S la su m a de la sol'ie 1111 +1 (x) + 
-1 u,. +2 (x) + . . . , o sea, 

rn (x) = u, + 1 (x) + u, + 2 (x) ·i 
En este caso la magnitud rn (x) se llama resto de la serie ( l) . Para 
todos los valores de x en el dominio de convergencia de la serie 
t iene lugar la correlación Jím Sn (x) = s (x), por eso: 

n - " oo 
lím r ,. (x) = lím [s (x)- s,. (x)J= O, 

n-.oo n-ex,¡ 

es decir, el resto rn (x) de una ser ie con vergen te tiende a cero, 
cuando n -+ oo. 
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§ 10. SERIES MA YORANTES 

Definición. La serie de funciones 
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u1 (x) + z¿2 (x) + u3 (x) + . . . + Un (x) + . . . (1) 
se llama mayorante en cierto dominio de variación de x, si existe 
una serie numérica convergente 

(2) 

con té1·minos positivos tal que para todos los valores de x del 
domiuio dado se cumplan las correlaciones 

1 u1 (x) 1 -<. a1, 1 ltz (x) 1-<. a~, . . . , 1 u,. (.r) 1 ~ an , .. . (3) 
En otras palabras, una serie se llama mayorante, si cada uno do sus 
t érminos no es mayor, en valo1· absoluto, que (1) término correspon
diente de ciertn serio numérica convergente con térm inos positivos. 

Por ejtlmplo, la serie 

e os x + cos 2:t + cos 3x + + cos nx 
1 22 32 • • • n2 + · · · 

es mayorante en todo el eje Ox. Efecti vamonto, para todos los valores 
de x se cumple la correlación 

l
eos nx 1 ~ ...!._ 

n2 ~ n2 
(n = 1,2, ... ), 

y la serio 

como es sabido, converge. 
Directamente de la definición se deduce que una serie mayoranle 

en cierto dominio converge absolutamente en todos los puntos 
de este último (véase § 8). Además, una serie mayorante posee la 
siguiente propiedad importante 

Teorema. Supongamos qtw la serie de /ttnciones 
u 1 (x) + u2 (x) + . . . + ~~ (x) + . . . 

es mayorante en el segmento [a, b l. Sean s (.r) la suma de esta serie; 
s,. (x), la suma de los n primeros términos de esta serie. Entonces a 
cada número e > O arbitrariamente peqcwiio corresponde 1tn mímero 
positivo N tal, que para todos n ~ N se cumpla la desigualdad 

1 s (x) - s,. (x) 1 < e, 
cualquiera que sea el valor de x en el segmento (a, bl. 
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Demostración. Designemos por cr la suma de la serie (2): 
a = a 1 + <lz + U3 + . . . + a ,. + U .¡.n 1 + .. . , 

eutoncos 
o = a,. + e11 , 

donde a,. es la suma do los n primeros términos de la serie (2), y e,. , 
la suma de todos los demás términos de esta serie, es decir 

e,. = a,. +1 + a.,+z -i-
Como esta serie converge, entonces 

lím Un = U 

v, por cons iguiente, 

lim e,.=O 

Representemos ahora la suma de In serie de funciones (1) en la 
forma: 

donde 

De la 

!1 

s (x ) = Sn (x) + r ;, (x) , 

s,. (:e) = U.¡ (:e) + ... + u,, (.x), 

'n (x) = Un +l (:t) + Un+2 (:e) + U.n +J (x) + 
con dición (3) se deduce que 

1 Uu+l (x) 1 .::;;: CC.,+t• 1 Un~2 (.r ) 1 .::;;: Cln~2 • • 

y por eso 1 r" (x) 1 .::;;: en 
para todos los x del domin io 
exam in ado. 

De este modo, 

1 s (x) - s,. (x) 1 < e,. 
para todos los x del segrnen to 
[a, bl, donde e, -O, cuando 
n-+oo. 

~Or-~a----------------+-~x Observación 1. El res u Ita do 
obtenido podernos ilustrarlo 
geométricamente del modo 
siguiente. 

F ig. 347 

Examinemos la gráfica de la [unción y = s (x). Tracemos junto 
a esta curva una faja de ancho 2e,, es decir, tracemos las curvas 
y = 8 (x) + en e y = s (x) - en (fig. 347). En este caso para t odo 
e,, la gráfica de la función 811 (x) será comprendida íntegramente 
en la faja examinada. En esta misma faja se hallarán también las 
gráficas de todas las sumas parciales posteriores. 
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Observación 2. No toda serie de funciones convergente en el seg
mento la, bl posee sin fa lta la propiedad indicada en el teorema 
demostrado. Pero existen también series no mayorantes que poseen 
dicha propiedad. Toda serie que tiene la propiedad indicada se 
llama serie uniformemente convergente en el segmento [a , bl. 

Pues, la serie de funciones u.1 (x) + u2 (x) + .. . + Un (x) + . .. 
se llama uniformemente convergente en el seg1nento la, b], si a todo 
número positivo e> O arbitrariamente pequeño corresponde un número 
N tal que para todos los n ~ N se cumpla la desigualdad 

1 s (x) - s,. (x) 1 < e 
para cualqu.ier x del segmento la, bl. 

Del teorema demostrado se deduce que una serie mayorante 
rs una serie uniformemente convergente. 

§ 11. CONTINUIDAD DE LA SUMA DE UNA SERIE 

Sea una serie de funciones continuas 
u1 (x) + u 2 (x) + . . . + u,. (:r} + ... , 

convergente en cierto segmento la, bl. 
En el capítulo II (tomo 1) hemos demostrado un teorema de que 

la suma de un número fhito de funciones continuas es una función 
continua . Esta propiedad no se conserva para la suma de una serie 
(integrada por un número infinito de sumandos). Algunas series de 
funciones con términos contiuuos tienen por suma \lna función 
continua, otras series de funciones con términos continuos tienen por 
suma una función discontinua. 

Ejemplo. Examinemos la serie 
1 1 1 1 1 1 1 

(xT -x)-1-(xT - x3) -l- (x7 -x6) -l- · · · + (x2n+ l_x2n-t)-l .. . .. 

Los términos de esta serie (cada uno está entre paréntesis) son funciones 
continuas para todos los valores de z. Demostremos que esta serie converge 
y su suma es una función discont inuu. 

Hallemos la suma de los n primeros términos de esta serio: 
1 

8n = X 2n+1- z , 

Hallemos la suma de la serie: s i x > O, tenemos: 
1 

s= líiDsn(x) = lím (x2•' + 1 -z) = 1-x, 
tt-+oo n- eo 

1 

si z <O, tent"mos: s= Hm s,. (x) = lim ( -1 x ¡2n+t -x)= - 1- x, 
n-..oo n .... oo 

si x =O, entonces s,. = O, por eso ' = Hm &n = O. 
n-•oo 
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De es lo modo tenenws: 

s (.r) = l -x para x> O. 
s(.r) = - 1- x para x <O, 
s (x)=O para x = O. 

Así, la suma do la serie estudiada es una función discontinua, su gráf ica 
e~tá representada en la (¡g. 348, donde se da11 tambi6n las gráficas de las su
mas parciales s1 (x), Sz (x) y &3 (.r), 

r 
X 

-! 
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Paril Jas s!.'ries mayol'an t.es e¡;; v;íliclo el siguiente teorema. 

Teorema. La suma de 1ma serie de funciones continuas, mayorante 
en un cierto segmento [a, bl es una. f¡mci6n continua en este segmento. 

Demostración. Supongamos que tenomos una serie de funciones 
continuas. mayorante ea el segmento la, bl: 

u 1 (x) + u2 (x) + u~ (x) + . (1) 
Escribamos su suma en la forma: 

s (x) = Sn (x) + r" (x), 
donde 

s,. (x) = u 1 (x) + . . . + Un (x), 
y 

rn (x) = Un+l (x) + u,. +~ (x) + . . 
Tomemos en el segmento [a, b) un valor arbitrad o del argumento x 
y le asignamos un incremento Ax tal que el punto .z + ll.z se halle 
también en el segmento [a, bl. 
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Introduzcamos las designaciones: 

entonces, 

de donde 

t!s = s (x + t!x) - s (x); 
t!sn = Sn (x + t!x) - s,. (x); 

t!s = t!sn + r,. (x + t!x) - r" (x), 

283 

1 !!s 1 ~ 1 l!sn 1 + 1 r,. (.:r + t!x) 1 + 1 rn (x) 1 • (2) 
Esta desigualdad es válida pat·a cualquier número n. 
Para demostrar la continuidad de s (x), es preciso mostrar que 

para cualquier número dado de antemano e > O, arbitrariamente 
peqneño, existe un número '6 > O ta l que para todos los 1 t!x 1 < 6 
sea 1 ós 1 <e. 

Puesto que la serie dada (1) es mayorante, entonces, a cua lquier 
e> O dado de antemano corres ponde un número N tal que para 
todos los n ~ N, y. en partic1Ji ar , para n = N. se cumpla la desi
g ualdad 

(3) 

cua lquier que sea x en el segmento la, bl. El valor de x + t!x se ha lla 
en el scgment.o la, bl y por eso se cum ple la desigua ldnd 

(3') 

Luego, pnra N elegido, la suma parcia l s.v (x) es una fu nción 
rontinua (la suma do un número fin ito de func iones continuas) , y, 
por co nsiguiente , se puede elegir un número positivo 6 ta l que para 
todo t!x que satis face a la condición 1 t!x 1 < 6 se cumple la desi
gua ldad 

e 
1 ÓSN 1 < 3 · (4) 

En virtud de las desigua ldades (2), (3), (3') y (4) ten emos : 

1 1 
e e e 

D.s < 3 + 3 + 3 =e, 

<'S decir , 
1 ós 1 < e para 1 óx 1 < a. 

lo que significa que s (.r) es una función continua P.ll el punto x 
(y, por consigui ente, en todo punto del segmento la, bl). 

Obser vación. Del teorema demostrado se deduce que si la suma 
de una sel'ie en cierto segmento [a, bl es disco ntinua , la sede no es 
mayorante en este segmento . En particul ar, no es mayot·an te (en 
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cualqt1ier segmento que contenga el punto .z: =-- O, es deGi1·, d punto 
de discontinuidau de la suma de la serie) la serio est-ud iada eu t'l 
ejemplo. 

Notemos, por fin , que la suposición inversa no f!s correcta : oxi.c;
ten series no mayoranLes en un s~:>gmento, pero que sou, sin embargo , 
convergentes en esto segmento h;~cia una función con tinua. En pa r
ticular, toda sede uniformemente c.onvcrgenie en el segmento la, bl 
(incluso, si ésta no es mayorantc) tiene pOl' su suma una fund ón 
continua (naturalmente, si todos los términos de la serie son cou
tjuuos). 

§ !2. I NTEGHACION Y DE lUVACION DE LAS ~l: HIES 

Teopl•ma t . Sea una serie de funciones continuas 

u1 (x) + u2 (x) + .. . + u,., (x) -i- ... , t i) 

ma.yorante en el st::gmento [a, bl y seas (.t') la suma de esta seriP. Enton
ces, la int,·gral de s (x) ~ntrt: los límites desde u hasta x, perienecienlcs 
al segmento [a , hl t' :i igual a la suma d{' senwjonte:; i.nlegra.les de los 
términos dr! la serie dada, es decir 

ó 

X X ~ X 

Ss(x)d.x= S u!(:c)dx+~u2 (x)dx+ . . . +~11. ,. (x) dx + .. . 
a. a a. a 

Demostración. Podemos representar la funci ón s (x) en la fo rm•' 
s (x) = S11 (.r) + r,, (x) 

s (x) -= u.1 (:r) + llz (x) ~- ... + U11 (:r) + r" (x) . 
Entonces: 
X ' X X 

S s (x) dx = S ut(:r) dx + S u2 (x) + ... 
a a a 

. . . + ~ lln (:l:) d."C + 's r" (x) d.c (:.!} 
a u. 

(la iuteg ral de la suma de un número finito Jo sumandos es ignal 
a la suma de los integrales de estos términos). 

Como la serie inicial (1) es mayorante, entonces para cualquier .e 
tenemos: 1 r,. (x) 1 < e,. , donde en- O, cuando n - oo; por e.c:o 

X X X 

1 S r n (x) dx 1-< S 1 r n (x) 1 d.x < S e,. dx = e" (x- ce) -< 8 11 (ú - a). 
a a a 

Puesto que e" -O, entonces: 
% 

lim S rn (x) dx= O. 
n - ooa 
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Pero de la igualdad (2) obtenemos: 
X X X 

S rn(x)dx = S s(x)dx - [ S udx)dx+ " + l Un (x) dx] . 
~ ~ ~ ~ 

Por consiguiente, 
% .X 

lírn { S s (x) dx - [ ~ u 1 (x) dx + "' + S Un (x) dx]) = O, 
n_..oo a ~ 

o sea, 
X X IIC 

lim [ S ll1 (x) dx + + S Un (x) dx] = S s (x) dx. (3) 
n_.oo a a Cl 

La sn ma entre corchetes es una suma parcial do la serie 
X X 

S u¡{x) dx + . . . + X Un (x) dx + . . . (4) 
a a 

Como lns sumas parciales de esta serie tienen un límite, dicha serie 
X 

converge y su suma, en virtud de la igualdad (3), es igual a ~ s (x)d:r , 
c:r 

es decir, 
X JC X " S s (:r) dx = S u 1 (.:e) dx + S u2 (x) dx + + S u,. (x) d:r + 
a. a a. a. 

Esta es la igualdad que se trataba de demostrar. 

Observación 1. Si la serie no es mayorante, no siempre es posible 
la integraci ón de la serie, término a término, es decir, la integral 

X 

~ s (x) dx de la suma de la serie (1) no siempre es igual a la suma 
a 
de las integrales de sus términos (es decir, a la suma de la serie (4)). 

Teorema 2. Si la serie 
u , (x) + n2 (:e) + . . . + u,. (x) + ... , (5) 

formada de funciones que tienen derivadas continuas en el segmento 
la, b] , converge en este segmento hacia la suma s (x) y la serie 

ní (x} + uí (x) + . . . + u~ (x} + ... , (6) 
formada de las derivadas de sus términos, es mayorante en este segmento, . 
entunces la suma de la serie de las derivadas es igual a la derivada de la 
suma de la serie inicial, es decir, 

s' (x) =u~ (:e) + u~ (x) + u; (x) + . . . + u'n (.:r) + ... 
Demostración. Designemos por F (x) la suma de la serie (6): 

F (x) =u; (x) + u; (x) + . . . + u~ (x) + ... , 
-y demostremos que 

F (x) = s' (x). 
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Como In serie (6) es mnyorautc, entonces, en virtud 'del teorema 
anterior, tenemos: 

:\ =-.· X X 

S F (x) d:r = ~ u; (x) dx + S u; (x) dx + . . . + S u~ (x) dx + ... 
« ~ " a 

Efect.nnndo In integración en el segundo miembro, obtenemos: 
X 

~ F (x) eh = (u 1 (x) - u1 (a)] + lu2 (.x) - U2 (a))+ ... 
a 

+ [u,. (x) -u,. (a)]+ 
Pero, según la condición, 

s (x) = lit (x) + u2 (.t) + + u,. (x) + ... , 
s (a) = lit (a) + u2 (a) -1 . . . + Un (a) + . . . , 

cua lesquiera que sean los números x y a en el segmento [a, h). Por eso 
% 

S F (x) dx = s(x)- s(a). 
a 

Derivando rcsprcto a :r: ambos mit>mbros de la última igua ldad 
ohtenomos: 

F (x) = s' (x). 
De este modo, hemos demost.t·ado que , satisfec.has las condiciones 
del teorema, la drriYada de la suma de una serie es igual a la suma 
de las deriva das de los términos de la serie. 

Observación 2. Es muy importon 1e qne la ~<erie de derivadas sea 
mayorante; eo e l caso contrario puede pasar a ser imposib le 
la deriv~tción, término a término, de la serie. Para confirmarlo, 
citemos uu ejemplo de la serie mayorante que no permite la deri
vación, término a término. 

ExAminemos la serie 

sen 14x +sen 24:r +sen :l1.r + .. . +sen ~4x + ... 
12 22 32 n 

Esta sed e converge hacia una función continua, puesto que es mayo
rante. E fectivamente, para cualquier x, sus t érminos son menores. 
en valores absolutos, que los términos positivos de la serie numérica 
convergente: 

1 1 1 1 1 + 22 + sr + .. . + n2 + ... 

Escribamos una serie formada de los derivadas de los términos de la 
serie inicial: 

cos x + 22 cos 24x + ... + nt cos n' x + ... 
Esta serie diverge. Así, por ejemplo, cuando x = O, ésta se convierte 
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en la serie 
1 + 22 + 32 + . . . + n2 + ... 

(Se puede demost rar que esta serie diverge no sólo cuando x = 0). 

§ 13. SERIES DE POTENCIAS. 
INTERVALO DE CONVERGENCIA 

Defini ción 1. Se llama serie de potencia a una serie de fu nciones 
de la forma 

(1) 

donde a0 , a ~o a2, • • • , a,., . . . son números constantes llamados 
coeficientes de la sel'ie. 

E l dominio de convergencia de una sede de potencias siempre 
es cierto intervalo que puede, en particula¡·, reducirse a un punto. 
Para cerciorarse de esto, demostremos, primero, el teorema siguiente, 
muy importante para toda la teoría de las series de potencins. 

Teorema 1. (Teorema d(• Abel) . 1) Si una serie de polencias con
verge, para un cierto valor de x0 no igual a cero, entonces ésta com•erge 
absolutamente pa.ra todo l'alor de x, para el cu.al 

1 X 1 < 1 Xo 1; 
2) si la serie diverge para cierto ~.:alor de x¿, entonces ésta diverge para 
todo valor x, para el cual 

lxl >l x~l. 
Demostración. 1) Puesto que , según l a hipótesis, la serie numérica 

a0 + a •. t'o + a~.t'g + .. . + anx; + (1') 

converge, su término general a,.x~ ~O, cuando n ~ oo; pero esto 
significa que exi!te un número positivo M tal, que todos los tér
minos de la serie sean menorés, en valor absoluto, que M. 

Escribamos la serie (1) en la forma: 

l1o + QfXo ( ~ ) + azX~ ( : r + • · · + anx; ( ~ ) n + . . . (1. a) 

y analicemos la serie de los valores absolutos de sus términos: 

1 ao 1 + 1 asxo 11 ~ 1 + 1 a;¿:r~ 11 ~ 1
2 

+ ... 
Xo .t'co 

n 1 X In · · • + 1 anXo 1 -;; + (2) 
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Lo!" t.í-nninos de l's ta sel'ie sou mt•norl's que los t~rmi nos cones
pondicutos de la set'ie 

:11 + M 1 ~ ! + M/ .x .¡2 

+ ... + M ~~ 1" + ... 
.1.0 1 .1 0 1 x 0 1 

(3) 

Cu:tu do 1 :t 1 < 1 x0 1 , la última serie es una progresión geométrica 

con razóu ~~~ < ·1, y, por consiguiente, ella converge. Pues to que 

los t érm inos de la serio (2) son menort?s que Jos términos con espon
dient('t- de la serio (0), la serie (2) también converge, poro esto signi 
fi ca que la serie (ia) ó (1) converge abso lutamente. 

2) Ahoz·a no es difíci 1 dcmostl'ar la segunda parte del teorema: 
su pongamos que In serie (1) di verge en cierto p1mto x0• En ton r..es 
esta serio divergerá también en todo punto .x que satisfaga a la w n
dición 1 .x 1 > 1 x¿ 1 . E n efecto, si la serie converge en un cierto 
punto x que satisface a esta cond iC'.ión, entonces, en virtud de la 
primera parte del teorema recién demostrado, debería converge¡' 
también en el punto x~, puesto que 1 x~ l < 1 x 1 . Pero esto con
tradi ce a la hipótesis de que la serie d ive1·ge en el punto x¿. Por 
consig\licntc, la serio diverge t ambién en el punto x. De este modo, 
el teorema queda demostrado por completo. 

E l tcoz·erna de Abe! permite juzgar sobre Ja disposición de los 
puntos de convergencia y divergencia de una serie de potencias. 
En efecto, si x0 es un punto de convergencia , entonces todos los 
puntos del intervalo(- l x0 1. l x0 1) son los puntos de convergencia 
absoluta. Si :t~ es un punto de divergencia, entonces toda la semi
rrecta infinita a la derecha del pullto 1 .x~ /. y toda la semirrecta 
a la izquierªa del punto - 1 x~ l son compues tas de puntos de di
vergencia. 

gsto permite concluir que existe un número R tal, que , para 
1 x 1 < R , tenemos los puntos de convergonci<l absoluta y, para 
1 x l > R, los puntos de di\'ergencia. 

De este modo, existe un teorema siguieute soln·e la estrnctura 
del dominio de convergencia de una serie de potencias: 

TE.'Orema 2. El dominio de convergencia de una serie de potencias 
es un intervalo con centro en el origen de /.as coordenadas. 

Definición 2 . Un intervalo desde -R basta + R tal que , 
para todo punto x, comprendido dentro de los límites de este inter
valo, la serie converge absoluta mente, y para los puntos x que se 
encuent ran fuera del mismo , la serie diverge, se llama in tervalo 
de convergencia. de una serie de potencias (fig. 349). El número R 
se llama radio de convergencia de la serie de potencias. 
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En los extremos del intervalo (es decir, en los puntos x = R y 
x = - R) la cuestión de la convergencia o divergencia de cada serie 
concreta dada se resuelve individualmente. 

Notemos que en algunas series el intervalo de convergencia se 
reduce a un punto (R = 0), y en otras, abarda todo el eje Ox (R = oo). 

Serie xnverge 

-~ ~ 
b~ ---

.. 
---~ 
Seríe diverge Serie diverge 

Ftg. 849 

In diquemos el modo do determinación del radio de convergencia 
de una serie de potencias. 

Sea una serie 

a0 + a1x + a2xz + ... + a,.xn + . . . (1) 
Examinemos la serie formada de los valores absolutos de sus 

términos: 

1 ao 1 + 1 a 1 11 x 1 + 1 az 11 x 1
2 + 1 aall x 1

3 + 
+la,llx l'+ ... +lanllx l"+ (4) 

Para determinar la convergencia de esta última sel'ie (con tér
minos posiLi vos) apliquemos el criterio de d 'Alembert. 

Supongamos que existe el límite: 

l . Un + l ¡· 1 a,.+,x"+ll 1' l an+ll l 1 L 1 1 JID --= Jm = lffi -- X = X • 
n_; oo Un n-.. oo a n.Xn n-oo Gn 

Entonces, según el criter.io de d'Alembert, la serie (4) converge, 

cuando Llxl < 1, es decir, si lx l < ¿ ,y diverge, cuando L ixl> 1, 

es decir, si l :tl> -i-. 
Po1· cousiguiente, la serie (1) converge absolutamente para 

lxi< -L1 
. Pero, si lxi>-L

1 
, entonces 11m ttn+1 = lxiL>'l y la 

n-oo Un 
serie (4) diverge, mientras su término general no tiende a cero'") . 
En este caso el término general de la serie de potencias dada (1) tam
poco tiende a cero y esto significa, en virtud del criterio necesario 

•¡ Acordemos que •. al demostrar el criterio de d ' Alembert (véase el § 4), 

hemos revelado que si lim Un+t > ·1, entonces el término general de la serie 
u" 

crece y, por consiguiente, no tiende a cero. 

19-536 
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de convergencia, que esta serie de potencias diverge (cuando 

lxl>+)· 
De lo expuesto anteri ormente se deduce que el intervalo ( -+, +) es el intervalo de convergencia de la serie de poten

cias (1), es decir, 

De manera semejante, para determinar el in lervalo de conver
gencia se pu.ede aplicar el criterio de Cauchy, entonces: 

1 
R = tí m íY¡ a,, 1 . 

n -oo 

Ejemplo l. Determinar el intervalo de convergencia de la serie: 
t + z + z2 + z3 + .. . + z" + ... 

Solución. Aplicando directamente el criterio de d' All!mbcrt, obtcu<!mos: 

lím 1 "::

1 

1 = 1 x 1 n ... .., 

P or consiguiunte, la serie converge para 1 z 1 < 1 y diverge para 1 :r 1 > 
> 1. El estudio de la serie en los extremos del intervalo (-1, 1) medianle el 
criterio de d' Alerubert es imposible. Sin embargo, so JHlerlu ver directamente 
que la serie diverge, cuando :~: = - 1 y :~: = 1. 

Ejemplo 2. Determinar el intervalo de convergencia de la serie: 

~- (2z)2+(2z)3 _ 
t 2 '3 . .. 

Solución. Aplicamos el criterio de d' Alcmbert 
(2x)MI 

Hm ~ = lim ln+n1 112zl=l2x l. 
n-+oo ( 2z )'11 n ... oo 

n 

La serie converge, cuando 12z 1 < 1, es decir, s i 1 z 1 < ~ ; la serie con

verge, cuando z = ; ; la serie diverge, cuando z = -+. 
Ejemplo 3. Determinar el interva lo de convergencia de la serie 

xt zS z" 
x+ 2f+ 3!+ . .. +nr+ ... 

Solución. Aplicando el criterio de d'Alembort, obtenemos: 

lím 1 Un + l 1= lím 1 .,n"'(:+:~)l 1= Jim 1 +"' 1 1=0< 1. 
n ...... oo Un n-.oo n-+oo n 



Series de poleucias. 1 nlcrt:alo de cont>ergencia 291. 

Como el limite no dependo de z y es menor que la unidad, la s~ric converge 
para todos los valores de z . , 

Ejemplo 4. La serie 1 + :r + (2x)~ + (3z)3 + . .. + (nx)" + ... 
diverge para todos los valores de .r, excepto .r = O, puesto que (nx)"-+- c:o 
cuando n-+- c:o, cualquiera que sea rl valor de x, difcr('nte de cero. 

Teorema 3. Una serie de potencias 

· a0 + a1x + a2x
2 + . . . + a11xn + .. . (1) 

es mayorante en todo el segmento [-p, pl íntegramente dispuesto en 
el interior del intervalo de convergencia. 

Intervalo de convergencia 

-f-pc o ~R • 
Intervalo de lf!U!JOramientrJ 

Fig. 350 

Demostración. Según la hipólesis, p < R (fig. 350), por eso la 
serie numérica (con términos positivos) 

1 ao 1 + 1 a, 1 P + 1 azl P
2 + · · · + 1 an 1 P n (5) 

converge. Pero cuando 1 x 1 < p, los términos de la serie (1) no 
son mayores, en valor abso luto , que los términos correspondientes 
de la serie (5). Por consiguiente, la serie (1) es mayorante en el 
segmento [ -p, p). 

• -R o f3 R 
Flg. 351 

Corolario 1. La suma de una serie de potencias es una función 
continua en todo segmento íntegramente dispuesto en el interior 
del intervalo de convergencia. Efectivamente, la serie es mayorante 
en este segmento y sus términos son las funciones continuas de x. 
Por consiguiente, en virtud del teorema 1, § 11., la suma de esta 
serie es una función continua. 

Corolario 2. Si los límites de integración a, fJ se encuentran 
en el interior del intervalo de convergencia de una serie de potencias, 
la integral de la suma de la serie es igual a la suma de las integrales 
de los términos de la serie, puesto que el dominio de integración 
se le puede encerrar dentro del segmento [ -p, pi donde la serie 
es mayorante (fig. 351) (véase el teorema 2, § 12 s~b1·e la posibilidad 
de i ntegración, térU' i11 0 a término, de la serie mayornnte). 
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ti,. OERI\'A\.ION DE LAS SERI ES DE POTENCIAS 

T<'orc' ma 1. Si la serie de potencias 

s (x) = a0 + a1:r + a2.T
2 + Cta.l'3 + a4x'' + . . . + a,:r" + . . . . (1) 

tiene un intervalo d-e convergencia ( -R, R), entoncps la serie 

rp (x) = a1 + 2a2:r + 3a3x2 + ... + na,x"- 1 + ... , (2) 
obtenida por la derivación término a término de la serie (1) tiene el 
mismo intermlo de convergencia ( -R, R); siendo q> (x) ~ s' (x), 
cuando 1 x 1 < R 1 es decir 1 ·dentro del intervalo de convergencia la 
derivada de la suma de la serie de potencias (1) es igual a la suma de la 
serie obtenida por la derivación término a térm ino de la serie (1). 

Demostración. Demostremos que l a serie (2) es mayol'ante en 
todo segmento [ -p, pi íntegramente dispuesto en el interior del 
interva lo de convcl'gencia. 

¡ 1 
-R -.J' o 1 ~ 10 1 1 

X ¡J l;.R XzXt 
.. 

Fig. 952 

Tomemos 1111 punto ~ tal que p < ~ < R (fig. 352). En este 
punto la serie (i) converge, por consiguiente, lí m a,.~" = O, y por eso, 

ll-+00 

se puede indicar un número constant-e M tal, que 

(n = 11 2, . .. ). 

Si, 1 X 1 -<. r. entonces: 

donde 

n - 1 1 n-1¡ 1 n-t¡lpl"-1 
llf n-1 lnanx ~~ na"p = n a n~ 1 <n'Iq 1 

p 
q=-r< 1. 

De este modo, cuando 1 x 1 -< P~ los términos de la serie (2), 
e n valor absoluto, son menores que los térm inos de la sede numérica 
posit iva con términos constantes: 

~ (1 + 2q + 3q2 + ... + nqn-1 + .. . ). 
Pero, como muestra el uso del criterio de d'Alembert, la última 

serie converge: 
n-1 

lím nq q< 1. 
n-oo(n-1) qn-2 
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Por consiguiente, la serie (2) es mayorante en el segmento [-p, P,), 
y, en virtud del teorema 2, § 12, su suma es la derivada de la suma 
de la serie dada en el segmento [-p, p], es decir, 

IP (:r) = 1 (x). 

Como todo punto interior del int.ervalo (-.R, R) se puede incluir 
en cierto segmento [-p, p], de ahí se deduce que la serie (2) con
verge en cualquier punto interior del intervalo (-R, R). 

Demostremos que la serie (2) fuera del intervalo (-R, R), di
verga. Supongamos que la serie (2) converge para x 1 > R. Integrán
dola término a término en el intervalo (0, x 2), donde R < x2 < xh 
obtenemos la serie (1) que converge en el punto x2 , pero esto con
tradice a las condiciones del teorema . De este modo, el intervalo 
(-R, R) es el intervalo de convergencia de la serie (2). E l teorema 
es plenamente demostrado. 

Se puede de nuevo derivar la serie (2) término a término y con
tinuarlo tantas veces cuanto se quiera. De este modo, obtenemos 
la deducción: 

Teorema 2. Si una serie de potencias converge en intervalo (-R, R), 
su suma representa una jun.ci6n que tiene en el interior del intervalo 
de convergencia las derivadas de cualquier orden, ca.da una de las cuales 
es la suma de la serie obtenida por derivaci6n de término a término 
de la serie dada unas veces correspondientes; en este caso el intervalo 
de convergencia de cada serie obtenida por dertvaci6n, es el mismo 
intervalo (- R, R). 

§ (5. SERIES DE POTI<;NCIAS DE x - a 

Una serie de funciones de la forma 

a0 + a1 (x - a) + a2 (x - a)2 + . . . + an (x - a) n + • o •t (1) 

se )]ama serie de potencias. 
Aqu1 las constantes a0 , a17 ••• , an, .. . ~e llaman también los 
coeficientes de la serio. Esta serie ~tá disp uesta según las potencias 
crecientes del binomio x - a. 

Cuando a = O, obt.enemos una st:rie de potencias de x que es. 
por consiguiente, un caso particular de la serie (1). 

Para determinar el dominio de convergencia de la sede (1), 
sustituyamos en ésta la variable 

x - a = X. 
Después de la sustitución la serie (1) toma el aspecto 

ao + a. X + a2X
2 + . . . + a"X" + ... , (2) 

es decir, hemos obtenido la serie de potencias de X. 
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Sea - R <X< R el intervalo de convergencia de la serie (2) 
(fig. 353, o.) _ De ahí se deduce que la serie (1) convergerá para los 
valores de x que satisfagan a la desigualdad - R < x- ~ < R, 
o bien a - R < x < a + R . Puesto que la serie (2) diverge para 

cr) 
-R o R X --a-R~a+R X o \ f f X 

jJ) - ' lo 

a -
Fíg. 353 Fig. 354 

1 X 1 > R, entonces la serie (1) divergerá para 1 x - a 1 > R, 
es decir, di vergerá fuera del in tcrvalo a - R < x < a + R 
(fig. 35~, ~)-

Por consiguieute, el intervalo de convergencia do la serie (1) 
es el intervalo (a - R, a + R) con centro en el punto a. Todas las 
propiedades de la serie de poleuc.ias de x en el interio•· del intervalo 
de convergeqcia (-R, + R) se conservan completamente pam una 
serie de potencias de x-a en el interior del intervalo de con,·er
gehcia (a - R, a + R). Así, put ejemplo, efectuada la i ntegración 
término a té1·mino de la serie de potencias (1), si los límites de in
t egración se hallan en el interior del intervalo de convergencia 
(a- R, a + R), obtenemos una serie cuya suma 'es igual a la 
integral correspondiente de la suma de la serie dada (1). Durante 
la derivación, término a· término, de la serie de potencias (1), para 
todos los valores de x que se hallan en el interior del intervalo de 
convergencia (a - R, a + R), obtenemos una serie cuya suma 
es igual a la ded va da de la suma de la serie dada (1). 

Ejemplo. Hallar el dominio tle c<mvergP-ncia de la serie 

(x- 2) -;· (x- 2) 2 -!- (x- 2)3--l- ... + (x- 2)" + 
Solución. Poni~ndo x - 2 = X, obtenemos la serie 

X + X 2 + X3 + .. . + X" + .. . 
Esta serie converge para -i <X< + 1. Por C(>nsiguieute, la serie dada con
verge para todos los valores de :e, para los cuales -i < x - 2 < 1, es decir, 
cuando i < z < 3 (fig. 354). 

§ 16. SE RIES DE TA YLOR Y DE MACLAURI N 

En el § 6 del capítulo IV (tomo I) mostramos que para una fun
ción f (x) que t iene todas las derivadas hasta (n + 1)-ésimo orden 
inclusive, en la vecindad del punto x = a (es decir, en cierto ínter-



:Jerlts de 1'aylor y dt Maclaurln 295 
----------------------~ ~--------------------~ 

valo que contiene el punto x = a) es válida la fórmula de Taylor: 

1 (x) = f (a)+ X- a f' (a)+ 
1 

+ (x- a)1 /"(a)+ ... + (x -:r a)" f"l (a) + Rn (x) . (1) 
1- 2 

donde así llamado término complementario Rn (x) se calcula según 
la fórmula 

R = (x - a)n+t fn+J) (a + 9 (x-a)] O < fl < 1. 
" (n + 1)1 ' 

Si la fuución 1 (x) lionc las deriva das de todos los órdenes en la 

vecindad del punto x ...-. a, entonces podemos tonMr n arbitrnria

mente gl'andc en la fórmula de Taylor. Supongamos que en la 

vcciudad considCl·ada el término complementario R11 tiende a cero, 
cuando n -.. oo: 

Entonces. pasautio en la fórmu la (1) al límite, cuando r1 ..... oo , 

obteMrnos a la derecha una serie infinita que se llamu serie de Taylor: 

:¡· -a , (x-- a)" (nl 
f(.rl = 1 (a) + --1 (a) + . . . + 1 (a) + . . . (2) 

1 u! 

La t'tltim<t iguuldad t:.e vedfi ca sólo en el caso, si R11 (x) -O, cnando 

n - .- oo. En oste caso la serie ue segundo miembro converge y su 

suma es ig ual u la función dada 1 (x). Demostremos que est o es 

efectiva mento así: 
/ (.t) = P,1 (x) + Rn (x), 

donde 

p n (.r) = 1 (a) + ~ r (a) + ... + (x- a)n /"1 {a). 
1! n! . 

Puesto •¡uc, según la condición, lím Rn (x) = O. entonces: 
n ..... oo 

f (x) = lían 1', (:t). 
11 • 'O 

Pero Pn (x) es tt-ésima su ma pnrcia l do la st>rie (2) ; ~~~ límite es igual 

a la s uma de la serie drl segun do miembro rle la igualdad (2). Por 
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consiguiente, la igualdad (2) es válida: 

/ (x) =!(a)+ !....=:3 /'(a)+ (x- a)
2

/"(a) + 
1 2 

... + (x-a)"¡n)(a)+ 
nl 

De lo expuesto se deduce qne la serie de Taylor representa la 
funrión dada f (x) sólo cuando Jím Rn (x) - O. Si lím Rn (x) =F O, 
la serie no representa la función dada, aunque puede converger 
(hacia otra función). 

Si en la serie de Taylor ponemos a -~ O, obtenemos un caso 
particular de ésta, quo se llama serie de Maclaurin: 

• n 

f (x) = f (0) + -=. f'{O) + x- f" (0) + .. . + -=._ /"1 (0) + . . . (3) 
t 2! ni 

Si escribimos formalmente la serio de Taylor de una función, 
entonces, para demostrar que la serie escrita efec~ivamente repre
senta la función d;~da, es preciso demostrar que el término comple
mentario tiende a cero, o convencerse. de una u otra manera, de que 
la !lerie escrita convurge hacia la !unción dada. 

Notemos que para cada una de las funciones elementales deter
minadas en § 8. capitu lo 1 (tomo I) existen a y R tales que en el 
intervalo (a- R, a -! R) ésta se desarrolla en la serie de Taylor, 
o (si a = O) de Maclaurin. 

§ t7. EJEMPLOS DE DESARROLLO DE LAS FUNCIONES 
EN SERIES 

t. Desarrollo de la función f (x) """' se u x en la serie de Maclaurin. 
En § 7, capítulo rv (tomo I) hemos obtenido la fórmula 

x3 x6 :en-1 
senx=x--+-+ ... +(-1)"+ 1 +H•n(x). 

31 51 (2n - 1)1 -

Como hemos demostrado que lím R 2n (x) = O, entonces, en 
n-..oo 

virtud de lo expuesto en el párrafo anterior, obtenemos el desarrollo 
de sen x en la serie de Maclaurin: 

:t ,¡s :/-" -· senx=x--+-+ ... +(-1)"+ 1 + ... (1) 
31 51 (2n- 1)1 

Puesto que el término complemental'io tiende a cero para cual
quier x, la serie dada converge y tiene por suu1a la función de sen x 
para cualquier x. 
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En la fig. 355 se representan las gráficas de la función sen z 
y de las primeras tres sumas parciales de la serie (1). 

Esta serie se emplea para calcular los valores de sen z para 
diferentes valores de z. 

1 
1 

1 
1 
1 

/ 

\ 
\ 
\ 
\ 
\ 
\ 
\ 
\ 

, , , , 

\ 
\ 
\ 

, , 
,; 

, 

,..,...;:,_, __ , , 

, 
, , , , 
,' 

y 

X 

Fíg. 955 

Calculemos, por ejemplo, sen 10" con precisión de basta 10-&. P uesto 
n 

que 10° = 18 = 0,174533, entonces: 

sen 10• = 1~ - ;, U~ Y+ ;f c~r - ;, C~r + 
Limitemos con los dos primeros términos y obtenemos 1a siguiente 
igualdad aproximada: 

sen 1~ ~ 1~ - ! c~r; 
el error cometido 6 es menor, en valor absoluto, que el primero de los 
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términos suprimidos, es decir, 

ó < _!_ (~)
5 

< -1
- (0 2)5 < 4- 10-e. 

5! 18 120 . 

S i calculamos cada SHffiUIIUO en la expresión de sen 1~ con seis 

cifras decimales, obtenemos: sen i~ = 0,173647. 

Se puedo garan tizar que las pri rnera:> cuatro cifras son exactas. 

~. Desarrollo de la función f (x ) = e" en la serie de 

Mac-laurin. 
En virtud del § 7 , capítulo IV (tom o 1), touomos 

X~ x3 xn 
e-"=1 +x+-+-+ ... +- +. . .. (2) 

2! 31 nl 

puesto que hemos demostrado quA lím Rn (x) = J para cualquier 
n-><oo 

x. Por consigu iente, la seri E' converge para todo .. Los valores de x 

y representa la función e". 
3. Dcsnrrollo de la función f'x = cosx ' ' " la se rie de 

Maclaurin. 
En virtud dol § 7, capítulo I V (tomo I), tenemos: 

x2 x4 x' 
cosx= 'l --+- - -+ 

2! 41 61 
(3) 

para todos los valores de x la serie converge y represen ta la fu nción 

COS X . ' 

§ 18. FORM ULA DE EULER 

!last a ahora hemos considerado solamente las serios con tér

minos reales, sin tocar las series con términos co mplejos. Sin expo

ner la teoría completa de las series con términos complejos que sale 

fuera de los límites de la obra presente, t'xaminemos sólo un ejemplo 

importante de este campo. 
' En el capitulo VII (tomo l) hemos dete¡·mioado la función e"+' 11 

por la igualdad 
ex+lu =e"' (cos y+ i. sen y). 

Para x = O, obtenemos la fór mula de Euler: 

e111 = cos y + i seu y. 
Si deHnimos la función exponencial e•v con exponente imaginario 

mediante la fórmu la (2) § 17, que represent a la función e" en forma 

de la serie de potencias, obtenemos la misma igualdad de Eu ler. En 



Serie blnomtal 299 

efecto, determinemos e¡11, sustituyendo en la igualdad (2) § 17 x por 
la expresión iy: 

e'v = 1 + iy + (i!d + (iy)3 + ... + (iy)n + . . . (1) 
1! 2! 3! n! 

Tomando en consideración que i2 = - 1, t3 = - i, i~ = 1, i6 = i , 
t6 = - 1, etc., t.l'ansformemos la fórmula (1} del modo siguiente: 

. 2 . 3 la . 5 

e111 = 1 + ..!:lL - JL - .!:JL + JL + ..!:!L -
1! 21 2! 41 5! 

Separando en esta serie las partes real e imagiuaria, hallamos: 

. . ( y2 IJ~ ) ( y y
3 l ) 

e•v = 1 - 2! + 4! - . . . + i 1J - 3T +51- . . . . 
Las expresiones entre los paréntesis son las sedes de potencias cuyas 
sumas son iguales, respectivamente, a cos y y sen y (véase las fór
mulas (3) y (1) del párrafo anterior). Por consiguiente, 

e111 =cosy + tsen y. 
De este modo, hemos llegado ele nuevo a la fórmula de Enler. 

§ 19. SEl,lE BINOMIAL 

l. Desarrollemos c11 la serie de Maclaurin la función 

1 (~) = (1 + x)'n, 
doudc rn es un 11úmero constante arbitrario. 

Aquí la evaluación del término complementario representa cier
tas dificu ltades, por eso, para desarrollar la función dada, proct?
d cmos de un modo algo difereute. 

Notemos que la función f (x) = (1 + x}171 satisface a la ecuación 
diferencial 

y a la condición 
(t + x) !' (x) = mf {x) . ('l ) 

1 (O) = 1, 
hallemos una serie de })ote.,wi;~s, cuya suma s {x) sa\isfare a la ecua
dón (1) y a la condición s (O) = 1: 

s (x) = 1 + a1x- a2x~ + ... + anx" + ... •¡. (2) 
Poniéndola en la ecuación (1), tenemos: 

(1 + x) (a . + 2a2x + 3a3x'!! + ... + nanx" - 1 + ... ) = 
= m(t + a1x+ a-2x2 + ... + anx" + ... ). 

• ) Hemos aceptado que el término absoluto e~ igual u la unidud en virtud 
de la condición inicial s (0) = 1. 
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Igualando los C()eficientes de l<~s mismas pot.encins de x en ambos 
miembros de la igualdad, hallamos: 

a , = m; a, + 2a2 = ma1 ; ••• ; nan + (n + 1) an+l = ma.n; ... 
De ahí ohtenemns para los r,oeficientes de la serie las expresiones: 

a1 (m - 1} m(m - 1) 
a0 =1; a1 =m; a2 = = ; 

2 2 

a2 (m - 2) m (m - 1} (m - 2} 
aa= = ; 

3 2-3 
.. . , 

m(m -1) ... fm-n + 1J. 
tt,. = t 

1- 2 ... n 

Estos son los coeficientes binomiales. 
S11stituyéndolos en la fórmula (2), obtenemos: 

m. (nt - 1) ~ 
s(x)=1 + mx+----x + ... 

1. 2 

. . . +m (m- 'l ) .. . !m- (n -1)] xn + .. . (3} 
1·2 ... n 

Si m t'S un número positivo ent.ero. entonces, a partir del tPr
mino que contiene x'"+ 1 , todos los coeficientes son iguales a cero, 
y la serie se convit>rt~> en un polinomio. Si m es fracc ionario o uo 
número negativo eutero, tenemos una serie infini ta . 

Determinemos el radio de convergencia de la sorie (3): 

m (m - 1) .. . [m- n + 11 ,. 
u,.¡. 1 = x , 

ni 

m (m - 1) .. [m- n + 2f n- 1 
U.rl = X , 

(n- 1)1 

l .. ¡l¿n+tl 1. lm(m-1) . .. (m-n-t- 1} (n-1}1 1 
tm - - = tm x = 

n-+OO Un n-"" . m(m - 1) ... (m - n+2)nl 

= lím ¡rn - n+il \x\=\x\ . 
.,.-oo n 

De este modo, la serie (3) converge , cuando 1 x ! < L 
En el intervalo (-1, 1) la serie (3) represent-a una función s (x) 

que satisface a la ecuación diferencial (1) y a la condición 
S (O) = 1. 



Serie binomial 

Puesto que solamente la única función satisface a la ecuación 
diferencial (1) y a la condición inicia l s (O) = 1, entonces, la suma 
de la serie (3) es idénticamente igual a la función (1 + .i)m, obte
nemos el desarrollo: 

{1 + x)~ = 1 + mx + r.t (m - 1) x2 +m (m - 1) (m- 2) x3 + . . . (3') 
1·2 1·2·3 

En particular, para m = - 1, tenemos: 

-
1
-=1-x+af-x3 + 

1+x · 

Si m = 1/ 2 , será: 

111 +x=1 + _!_x- -1-x2+~~- 1
· 3· 5 · x'+ 

2 2·4 2·4·6 2·4·6·8 

Cuando m .= - 112 tenemos: 

(4) 

(5) 

1 1 1·3 2 1·3·5 3 1·3·5·7' (6) --====1--x+-x ---x + :e-
111 +X 2 2· 4 2 ·4· 6 2·4·6-8 

2. Apliquemos el desaiTollo del binomio para desarrollar otras 
funciones. Desarrollemos en la serie de Maclaurin la función 

f (x) = arcsen x. 
Sustituyendo en ]a igualdad (6) x por la expresión - x2 , obtenemos: 

1 1 · 2 1. -3 4 1·3·5 6 
--====1+-x +-:¡; +--x + ... 
V1-x2 2 2.4 2·4 · 6 

... + 1·3·5 ... (2n - 1):c2" + 
2·4.·6 ... 2n 

Basándonos en el teorema sobre la integración de las series de 
potencias, obtenemos, para 1 x 1 < 1: 
X 

1 dx 1 x3 1 · 3 x5 1 · 3 · 5 x7 

--=== = arcsen x = x +- - +--+ - --+ ... 
111 - x2 2 3 2·4 5 2·4·6 7 

o 

... + 1 ·::!·5 ... (2n - 1) x2
n + t + 

2·4·6 ... 2n 2n+1 

Esta serie converge en el intervalo ( -1, 1.). Podemos demostrar 
que la serie c.onverge también cuando x = ± 1 y q11e la suma de l a 
serie correspondiente a estos valores también es igual a arcsen x. 
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Entonces, poniendo x '"""" 1, obtenemos In fórmula para calcular n:: 

n 1 1 1 -3 1 1 ·3·5 1 
arcseni=- = 1 +-·-+-·- + --·- + 

2 2 3 2·4 5 2·4·6 7 

§ 20. DESAR ROLLO DE LA FUNCIO N lo (l +:t:) 

EN UNA SERIE OE POTENCl AS. 
CALCULO DE LOGARITMOS 

Intrgundo la igualdad (4) § 19 en los lí mites desde O hasta x 
(para 1 x 1 < 1), tenemos: 

JC X 

ó 

) 
dx 1 2 a -- = (1-x+x -x + ... )d.x 

t +x 
1) o 

~ ~ ~ ~ 
1n(1+x)=x- - +---+ . .. +(- 1)n+l_+ (1) 

2 3 4 n 

Esta igualdad es válida en el• intervalo (-1, 1). 
Si en la fórmula citada sustituyamos x por -x, obtenemos la 

serie 
x2 x3 x4 

ln(1 - x)= - x - 2 - 3 - 4 - ... , (2) 

que converge en el intervalo (- 1, 1). 
Por medio de las series (1) y (2) podemos calcular los logaritmos 

de Jos números comprendidos entre el cero y dos. Indiquemos, sin 
demostración, que, pnra x = 1, el desarrollo (1) es también válido. 

Dem(J~ una fórmula para calcular los logaritmos naturales de 
los núruer·os eutcros a1·bitrarios. 

Puesto que durnnte la sustracción Ll-rmino a término de dos 
series convergentes obtenemos una serie convergente (véase § 1 , 
teorema 3), entonces sustrayendo término a término la igualdad (2) 
de la (1) hallamos: 

I n (1 + x) -In (1 - x) =In 
1 + x = 2 [x + ~ + : + ... ] . 
1-x 3 <> 

• i + z n+ t t p 
Pongamos adamas, -

1
--= -- ¡ entonces: x =? + 1 . ara to-
-x n ..,n 

do n>O, tenemos: O<x< 1, por eso 

1+x n+1 [ 1 1 1 J 
In 1 _ x = In-"-= 2 2n + 1 + :1 (2n + 1.)3 + 5 (2n + 1.)5 + · · · • 
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de donde 

In (n + 1) - In n = 2 [2n ~ 1 + 3 (2n ~ i)3 + 5 (2n 
1
+ 1)5 + · · ·] · (3} 

Cuando n = 1 obtenemos: 

[ 1 1 1 J ln 2 = 2 -+-3+-5 + .... 
1- 3 3-3 5·3 

Para calcular In 2 con el grado de precisión dado 6, es preciso 
calcular la suma parcial sp, eligiendo un número p de sus términos 
de modo que la suma de los términos suprimidos (es decir, el error 
R 11 cometido durante la sustitución de s por sp) sea menor que e l 
error admisible 8. Para eso evaluemos el error Rp: 

[ 1 1 1 J 
R" = 2

· (2p + 1) 321' + 1 + (2p + 3) 32P + 3 + (2p + 5) 32P+5 + . . . . 
Puesto que los números 2p + 3, 2p + 5, ... son mnyores que 
2p + 1, entonces, sustituyéndolos por 2p + 1, aumentamos cad A 
fracción. Por eso 

R 2[ 1 1 1 
p < (2p + 1) 32p + l + (2p + 1) 321'+3 + (2p + 1) 32 1H 5 + ... ]. 

ó 

... J. 
La serie entre corchetes es uo a progresión geométri ca do razón 1/9. 
Calculando la suma de esta progresión, hall amos: 

1 
(4) 

Ahora. si quoremos calcul ar Jn ,2, por ejemplo, con precisión de hasta 
0,0000001. es preciso elegir p de modo que sea Rp < 0,0000001. 
Esto se puede lograr, cligif!n do p de modo que el segundo miembro 
de la desigualdad (4) sea menor que 0,0000001. Median te la simple 
elección hall amos que t.>s suficiente tomar p = 8. Pues, con la pre-
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cisión dt> hasta 0,0000001 tenemos: 

·[ 1 1 1 1 1 1 
1 n 2 ~ sa = 2 W + 3 . .:¡3 + 5 . 3~ + 7. 37 + g. 39 + 11 . 3JJ + 

+ ~ + ~] = 0,6931471. 
13-3 . 15·3 

La res puesta con siete cifras cxactns es In 2 = 0,6931471. 
Poniendo en la fórmula (3) n = 2, lP.nemos: 

[ 
1 1 1 J l n3 = In 2 + 2 -:- + - 3 + ::----5 + ... = 1,098612, etc. 
;) 3 -5 ;)·5 

De este modo , podemos obtener los logaritmos naturales para números 
cp teros cualesquiera. 

Para obtener los logaritmos decimales de los números, es preciso 
usar (véase § 8, capítulo 11, tomo 1) la correlación: 

log N = M In N, 
donde M = 0,43429lt . Entonces, por ejemplo, obtenemos l n 2 = 
= 0,6931472, log 2 = 0,30103. 

§ 21. APLICACION DE LAS SERIES 
AL CALCULO DE ' INTEGRALES DEFINIDAS 

En los capítulos X y XI (tomo 1) hemos indicado que existen 
las integrales definidas las que, siendo funciones del límite superior, 
no 1;e expresan en forma definitiva mediante las funciones elemen
tales. A veces tales integrales es cómodo calcularlas con ayuda de 
series. 

Examinemos aquí algunos ejemplos. 
1. Supongamos que es necesario calcular la integral 

(l 

S e-"' dx. 
o 

Aquí, la función primitiva de e-"' 2 no es una función elemental. 
Para calcular esta integral desarrollemos el integrando en una serie, 
sustituyendo en el desarrollo de e" (véase la fórmula (2) , § 17) x 
por - x2

: 

-'~'' X.2 X~ X8 n X2n 
e· = 1--+-- -+ ... +(-1) -+ ... 

11 · 21 31 ni 

Integrando ambos miembros de esta igualdad en los límites de O 
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a a, obtenemos: 
e 

r e-x• dx- (-=-- ...=:.. + __::_ -~ + .. . ) lo"= a1 _1al·33 + 2ai~5-J 1 11 o 3 21 o 5 31· 7 
o 

a' 
-31-7+··· 

Esta igualdad permite calcular la integral dada, para toda a, con 
cualquier grado de precisión. 

2. Calcular la integral 
e 

~ se:xdx. 
o 

Desarrollemos el integrando en una serie: de la igualdad 

x3 x~ x1 

sen x = x - 31 + 51 - 7T + 
obtenemos: 

sen x x2 x4 ·•ft 
-=1--+---+ ···: 

X 3! !JI 71 

esta última serie converge para todos los valores de x. Integrando 
término a término, obtenemos: 

a 

~
senx a3 a~ a1 

- - dx=a--+---+ ... 
:¡; 31· 3 51· 5 71· 7 

o 
Es fácil calcular la suma de la serie con cualquier grado de preci
sión para toda a. 

3. Calcular la integral elíptica. 
n" 
2 

S Vt - k2 sen2 rpdrp (k< 1). 
o 

Desarrollemos el integrando en una serie binomial, poniendo 
m = 1/2, x = - k2 sen' rp (véase la fórmu la (5), § HJ): 

V1 kz 2 1 1 kz 2 1 1 k4 4 - · sen <P = - 2 sen rp - 2 4 sen rp -

1 1 3 e e 
- 2 4 6 k sen rp -

Esta serie converge para todos los valores de rp y permite la integra
ción término a término, puesto que es mayornnte en todo intervalo. 

20- S36 



l'or eso 

r , ¡ 2 •• 1 .. r 2 J vi-k sc n-rpdcp=tr· ---zk- J ~e n \j'dcp-
o o 

•1' •/' 

11 4 [ 4 1 136 [ Rd - 2 -¡ k J sen cp dcp -- z-¡ G k J sen <p <P -
o o 

Las integrales del segundo miembro se calcu lan ¡; jmpiPmenle. 
1'[. 

Para (p = - tenemos: 
2 

Jt 

2 

1 •11 d 1 · 3 ... (2n - 1) 1t sen- <p cp = -
2 ·4 .. . 2n 2 

o 
(véase § 6, capítulo XI, tomo I) , y por consigu iente, 
:t 

2 

J V 1 - k2 se n2 cp dcp = 
o 

=.:: [1 - (.!_)2 k2 - (~)~ !!_ - (~)2 k6 - ":]. 
2 2 2-1· ;; 2·4·6 5 

§ 22. APLICACION DE LAS SERrES 
A LA INTEGRACION DE ECUACIONES DIFERENCIALES 

Si la integración de llna ecuación diferencia l no se reduce a las 
cuadraturas, se puede recurrir a los métodos aproximados de inte
gración de la ecuación. Uno de estos métodos consiste en representar 
la solución de la _ecuación en forma de la serie de Taylor; la suma 
de un número finito de t érminos de esta serie será aproximadamente 
igual a la solución particular buscada. 

Por ejemplo, sea necesario hallar la solución de una ecuación 
diferencial de segundo orden : 

y' = F (x, y , y'), (1) 
que satisface a las condiciones iniciales 

(Y)x= x0 = Yo, (Y) x- :r. = Y~· (2) 

Supongamos que la solución y = f fx) existe y puede ser repre
sentada en la forma de la serie de Taylor (no nos detendremos en 
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la cuestión en qué condiciones esto tiene lugar): 

x - x0 , (x - x0)
2

/ " ( ) y= f (x) = f (xo) + - - / (xo) + 
2 

Xo + 
1 1. 

(3) 

Tenemos que hallar j (x0) , j' (x0), j" (x0) , •• • , es decir, los 
valores de las derivadas de la solución particu lar para x = x0 • Esto 
se puede hacer médiante la ecuación (1) y las condiciones (2). 

Efectivamente, de las condiciones (2) se deduce: 

f (xo) =Yo. t (xo) = y~; 
de la ecuación (1) obtenemos: 

/" (xo) = (y").~=xo = F (xo, Yo. y~). 
Derivando ambos miembros de la ecuación (1) t·especto a x, 

tenemos: 

y"'= F,., (x, y, y' ) + F~ (x, y , y') y'+ F~, (x, y, y') y" (4) 
y poniendo los valores x = :c0 en el segundo miembro, hallamos: 

r (xo) = (y"')x~xn 
Derivando la correlación (l¡) una vez más, ha ll amos: 

/ rv ( ) ( rv) Xo = Y x~xo• 
etc. 

Los valores hallados de las del'ivadas ponemos en la igualdad <3) . 
Esta serie representa la solución de la ecuación dada para los valores 
de x para los cuales la serie converge. 

Ejempl o 1. II aliar la solución de la ecuación 
YH = - yx2, 

que satisface a las condiciones iniciales 
(y)x=O = 1, (y')., ~ o = O. 

Solución. Tenemos: 
1 (O) = Yo = 1; /' (O) = YÓ = 1). 

De la ecuación dada hallamos (y•),=o = /"(O) = O; luego 

y"' = - y' x2 + 2:r:y, (y"' >x~of"' (O) = O, 

y iV = -:r:2y•-4:r:y' -2y, (yiV)x= O"" -2 

y .el general, derivando k veces ambos miembros de la ecuación srgún la fór-
mula de Leibniz, bailamos (§ 22, capítulo 111. tomo 1): · 

y<h+ll> = -y<lt> :r:Z-2ky<'•-l) :r:-'k (k-1) y<h-2>. 

Poniendo : =0, tenemos: 

y~h+2}., -k (k- t)y~-2 

o, poniendo k +2= n: 
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De ahí: 

y~ V..., - 1 -2, y~181 = -5-(j y~v = (-1)2(1·2) (5·.6), 

y~•H ~ -tl-10y~s> = (-1)3(1·2}(5·G)·(!l·10), 

!1~/t = ( -1)1' (1·2) (5·6)(9·10) ... {(4/; - 3) (4k -2)). 

Además, 

De este modo, 
reducen a cero. 

11/i'' - o. vl,9 ' = o, .. . , ~~~4/< i- tl =o, 
!/:,e• = o, y~•no = o, ... , 11t1h+2l =o. 
!'~" = O. y~ll ' =O, ... ' y~U•+3}= O. 

Solamente las derivadas, cuyo orden 'CS múltiple a 4, no se 

Sustituyendo 1os valores ha llndos ele las derivadas en la serie de Ma
claurin, obtenernos la sol ución de la ecuación 

x4 x8 x12 
u=t-~,~1·2 + 8

1 
(1·2> <5·6>- -rr¡<t-2)(5·6> <9·10>+ - .. 

41< 
... ..¡ (-1)" (~k)l ('l-2)(5-6) ... ((4k-3)(4k -2) ] + ... 

Mediante el cri terio do d'Alembert se puede comprobar qull osta serie con
verge para Lodos los valores de x; por eso, ella es la solución di! la ecuación. 

Si la ecuación es lineal, es más cómodo busr-<lf· los coeficientes 
del desarrollo de una solución par·ticular por el método de coefi
cientes indefinidos. Par·a eso <<sustituimos•> dil'cctamente la sorie 

!f = a0 + a1x + a2x
2 + . . . + a,x" + ... 

en la er.uación diferencial e igu a lamos lús coeficientes de iguales 
potencias clr :t: qu(' se hallan en ·ambos miembros de la ecuación. 

Ejemplo 2. Hallar lu solución de IIJ ecuación 
y• = 2.cy' + 4y, 

que satisrace <l las <'••ndiciniiP.S in iciales 
(!!l .,~o -o. (¡¡')_,._ 0 - 1. 

Solución . Ponemos 
y = ao + a 1x-l a2x2 f-a;¡z3-T- ... +a,.:r"+ --

Según las condiciones iniciales hallamos: 
a0 = 0, a 1 = 1. 

Por consiguiente, 
y = x -t- a2x2+ a3:c3 -i- ... +a,.xn+ ... , 

y' = i -f- 2a2x t 3a3x2+ . . . -f-na,.xn-1 + ... , 
y" = 2a2 + 3-2a3x+ .. . +n(n-1) a11xn-z+··· 

Sustituyendo las expresio~es escritas en la ecuación dada e igualando los 
coeficientes de iguales potenc1as de :r, obtenemos: 

2n. = O, de donde a2 =O; 
3-2a3 =2+4, de donde aa = i; 
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d d d 2an- 2 
n(n-1)an = (n-2)2an- 2 +4on- 2• e on e Un= n- i. 

Por consiguiente, 

Poniendo los coeficientes hallados, ohtenemos lo solución buscaclu: 
:r3 z6 r? x:Lk+l 

y= z+ -¡-+2f+ 3! + ... + -k-,-+ ... 
La serie obtenida converge para todos los valores de z. 
Notemos que la solución particular hallada se puede expresar mediante 

las funciones elementales: sacando x fuera del paréntesis, obtenemos entre 
. paréntesis el desarroll o de la f~nción e"'. Pur consiguiente, 

x2 !1 <c, z e . 

§ 23. ECliACION DE BESSEL 

La ecuación diferencial de la forma 

ry• + xy' + (xz - p2) y = o (p = consl) 

se llama ecuación de Bessel. 

(1) 

Es conveniente buscar la solución de esta ecuación, igual que 
las soluciones de a lgunas otras ecuaciones con coeficientes variab les, 
no en forma de una serie de potencias, sino en fo•·ma do lln producto 
do cierta potencia de x por una serie de potencias: 

(2) 

El coeficiente a0 podemos considerar distinto de cero a causa 
do la indeterminación del exponente r . 

Escribamos la expresión (2) en la forma: 

y hallemos sus deri vadns: 

00 

y'= ~ (r + k) akx'H- •; y" ~ (r +k) (r +k- 1) ah:r/+1
.-2. 

h = O 1t- o 
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Pongamos estas expresiones en la ecuación (1): 
00 

z2 ~ (r + k) (r + k- 1) a"xr+h-2 + 
lt""'o 

~ ~ 

+ x ~ (r + k) ahxr+h- t + (x2
- p2) ~ a~xr+h =O. 

h~o ~-o 

Igualando a cero los coeficientes de x en la potencia r, r + 1, 
r + 2, ... , r + k, obtenemos un sistema de ecuaciones: 

[(r + 1)r+ (r+ t)-p1J a 1 =0 6 [(r + t)2-p2]a¡ = O, 
(r (r - 1)+r-p2) ao = O ó (r2 - p2)J ao = 0, 1 

l(r+2) (r + tl + (r +2)-p2J n2+ao = O 6 l(r + 2)2 -p2] n2+ ao = O, J (3) 

l(r + k) (r+ k_:1) + (r+ k)-pZJ a,.+a,._2 =0 ó ((r+ k)!- p2] alt +aJt _2 = 0. 

Examinemos la última igualdad: 

[(r + k)2
- p2

] ah + ah- 2 =O. 
Podemos escribirla de modo siguiente: 

[(r +k-p) (r +k+ p)) a11 + a11- 2 =O. 

Según la condición a0 =1= O; por consiguiente, 
r2- pz = O, 

por eso r1 = p ó r2 = - p. 

(3') 

Consideremos primeramente la solución correspondiente a r 1 = 
= p>O. 

Del sistema de ecuaciones (3) se determinan sucesivamente todos 
los coeficiente.s ah a 2, ••• ; a0 queda arbitrario. Ponemos, por 
ejemplo, a0 = 1. Entonces: 

alt-2 

alt = - k (2p + k) 

Atribuyendo a k di fe rentes valores, hallemos: 

~1 =0, a3 =0, 

1 
~ = - 2 (2p + 2) ; 

en general, a2m+l =O; 

1 
a4= ; ... , 

2. 4 (2p + 2) (2p + 4) 

Rtv=(- i )v+t 1 
2 · 4 · 6 ... 2v (2p + 2) (2p + 4) ... (2p + 2v) J 

{4) 
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Introduciendo los coeficientes hallados en la fórmula (2), obtenemos. 

[ 
x2 

=xP 1 - + 
Yt 2(2p + 2) 

J ~ J + 2-4(2p+ 2) (2p + 4) - 2-4·6 (2p + 2)(2p + 4) (2p + 6) + .. .. (S) 

Todos los coeficientes a 2v se determinan, puesto que, para todo k, 
el coeficiente de ah en la ecuación (3) 

(r¡ + k)2- p2 
es disti nto de cero. 

De este modo, y 1 -es una solución particular de la ecuación (1). 
Determinemos ahora en que condiciones, con l a segunda raíz 

r2 = - p, se determinan todos los coeficientes ah. Esto tiene lugar 
en el caso en que, para cualquier número ¡,>O entero y par 
se cumplen las desigualdades 

(r2 + k)2 - p~ -+ O (6) 
ó 

r 2 +k =¡6 p . 
Per·o, p = rt. por consiguiente, 

r 2 + k =¡6 r 1• 

De este modo, en e l caso dado la condición (6) es equivalente 
a la siguiente: 

r 1 - r~ :;!, k, 
donde k es un número par positivo entero. Pero, 

r 1 = p, r~ = - p, 
por consiguiente, 

r 1 - r 2 = 2p. 
Por tanto, si p no es igual a un número entero, se puede escribir 

la segunda solución particular que so obtiene de la expresión (5) 
sustituyendo p por - p: 

-n[ ~ ~ Y'.!. =x 1 - , + -
2 (- 2p + 2) 2. l¡ (- 2p + 2) (- 2p + 4) 

- 2 · 4 · Ü ,_ 2p + 2) ( ~G 2p + 4) (- 2p + (j) + . ' . J . (S') 

Las series de potencias (.5) y (5') convergert para todos los valores 
d<> :r. lo fJ\IC <'l' fAcil dctermi11ar, aplicando el niterio de d'Alembert 
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También es evidente, que y1 e y2 son linealmente independientes*). 
La solución y 1 multiplicada por cierto factor constante. se 

llama junci6n de Bessel de primera especie de orden p, y se designa 
por el símbolo J p· La solución y2 se designa por el símbolo J -P: 

De este modo , para p no igual a un número en tero , la solución 
general de la ecuación (1) tiene la forma 

y = C1Jp + c~J - p· 
Así, por ejemplo, para p = 1/2 la serie (5) se escribe así: 

~ [ x
2 

x
4 

:é J x2 1--+ - +···= 
2·3 2-4 -3-5 2-4·6· 3· 5· 7 

... J. 
Esta solución multiplicada por el factor constante V! se !luma 
función de B~sel J 1 ; notemos que la expresión entre paréntesis 

2 
es il"l serie cuya suma es igual a sen x. Por coHsiguiente, 

V-
2 

-senx. 
:tX 

Igualmente, apli cattdo la fórmula (5') , obtenemos: 

J t (x) = V 2 ~_;os x . 
-2 :tx 

La integral general de la ecuación (1) para p = 1/2, es: 

Y= CtJdx) + CzJ t (;r). 
i -z 

Sea, ahora, p un número entero que designemos por n (n :p. 0) . 
La solución (5) en este caso tiene razón y es la primera sol ución 
particulru· de la ecuación (1) . 

*) La independencia lineal de las funciones se comprueba de modo siguiente. 
Examinemos la correlación 

1
_ z2 ..1.. z 4 

J!L = z -ZP 2(-2p+2)' 2-4(-2p + 2)(-2p -f-'\) 
Yt z2 :.:4 

t - 2 (2p + 2l + 2-4 (2p + 2) (2p+4J 

Esta correlación no es constante puesto que, cuarodo :.: ;.-O, ésta tiende ai 
infinito. Por consiguiente, las fun ciones 1/s e ¡¡2 son linealmente independientes. 
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Pero, la solución (S') no tie~e razón, puesto que uno de los fac
tores del denominador en el desarrollo se anula, 

Para p = n entero positivo, la función de Bessel l n se deter-

mina por la serie (5) multiplicada por el factor constante 
2
!nl (y 

cuando n = O, multiplicado por 1): 

xn [ x2 x4 

l n (x) = 2nnl f- 2 (2n + 2) + 2· 4(2n + 2) (2n + 4)-

xa J 
2 · 4 · 6 (2n + 2) (2n + 4) (2n + 6) + · · · 

ó 
00 

(-i)" (x)n+2v 
l n (x)= -

vi (n + v)! 2 
v= o 

(7) 

Se puede most rar que en este caso es preciso buscar la segunda 
solución particular en la forma 

K ,. (x) = J,. (x) In x + x-n L; b¡,x''. 
k = O 

Ponieñdo esta expresión en la ecuación (1), determinamos los 
coeficientes b11 • 

La función Kn (x), con los coeficientes determinados de este 
modo, multiplicada por cierto factor constante, se llama función 
de Bessel de segunda especie de orden n. 

Esta es la segunda solución de la ecuaci6n (1) que, junto con 
la primera, forma un sistema linealmente independiente. 

La integral general toma la forma 

y = Ctln (x) + C2Kn (x) . (8) 

Notemos que 

lím K,. (x) = oo. 
x .... o 

Por consiguiente, si queremos examinar las soluciones finitas 
para :& = o, entonces, debemos poner c2 = o en la fórmula (8). 

Ejemplo. Hallar la soluc.i6n de la ecuación de 13cssel para p = 0 

1 y•+-x y'+v=O, 

que satisface a las condiciones iniciales: para z=O 

y=2, y'=O. 
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Sol ución. Oas;índontlll en la fórmula (7), hallamos una solución particular: 

'o <x> = ~ ~ ~!;r ( 7) ~V = 1- (1~)2 ( 7) z + (2~)2 ( 7) 
4

- ¡a~)2 ( ~ ) • + · · · 
v=a 

Arli rando osta .'lnlución. podemos escribir la solución quo sa tisface a las 
cortdiciou~s inic inlc!! dadas, es decir: 

11 = 2Jo (z). 

Observnrión . Si clr• bcrnos hallar la integral general de la ecuación dada, 
L<~nern~ r¡uc buscar la ::rcgunda solucitio particular en la forma 

"" 
K0 (:r) = l 0 ln x..¡ ~b""'"· 

11- 0 

S in citar lntlos lo~ cilculos, indiquemos que la segunda solución parti
c ular que designemos por K 0 (z), Liene la forma: 

. • 1 ~ 1 
Ko(:r) .,. Jo(z)ln x+ ~~ -(<!!)Z (~) (!+2)+ 

+ <a:p (ir ( 1 +f + *)- · · · 
Esta fnnción, rnullíplicada por cierto factor constante , se llamo f!lnciM& 

de Besscl d<! s<'gtu&da especie de orden c~ro. 

Ejercicios para el cn¡1ítulo XVI 

Escribi r unos cuantos primeros términos de la serie seg1ín r l tém1ino 
g .. uera l dado: 

1 -~ • -- (n!)2 t. - - ,.+1,=.: 
l. Un= n(n , l). 2, Un - n + J. 3. ltn - ( 2n)!. J . Un - ( 1) nk · 

:;. "n=Fna+ t - V"~..¡. 1. 
Estudiar In convergencia tle las siguiente~ series: 

1 2 3 n 
li. ¡¡-+ 22·+ 23 + ·. · + 

2
,. +... ltes¡mcsta : Converge. 

+ ., ;_ + .. . + ,
1

1 +... Respuesto: Diverge. 
V 30 V 1Urt 

+ n ..!- 1 JI • o· n l .L. J + ' 1 ' 
. . • --7 ..• espuesta . &vergo. "· ......-=- -.-=- ... ' 3 

n 1 7 1 X 1 n + 6 

Respuesta: Din•rge. 10. i-+ (i-r -f- ( f) 9 
-f- .. ¡+ (n~ l) "

2

-f- ... Hes puesta: 

1 2 3 1¡ , n 
Converge. 11. :r+ 

5 
+w+v • ... + n~+ 1 +... Re.lpttesta: Dive rge . 

1 1 1 1 1 . 
12. -:-+-

5 
+-+-1 ~ + ... +-1--.+ ... lltrlflllesta: Converge. 

2 lU 1 1 n• 
Es~ud iar la convergcncia do las series con l.érminos genernlcs dados: 

13. t H C l A l R D' un =a. Clf!/Jtll'&: onvergo. t. "n = ...-=-. espues ta: IVCrge. 
n 1 n~ 
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15. un =sn~ 1 . Respuesta: Diverge. 16. 

1 
u11 - n2 + 2n+J . Resputsta: Converge. 

f9. Demostrar la desigualdad 

l +n R o· 17 u,.= J+ nt . tspuesta: averge. . 

18. Un- t = -
1
1- . Respuesta: Diverge. n o n 

1 t 1 1 1 1 
1+2+:r+ ···+-;> ln (n+t) >2+3+ --- + n + t 

20. l Es aplicable o no el teorema de Leibnit a la serie 
t 1 1 1 n 1 , 

V2- t -V2+ 1 +V3-1 - Vá+ t +---+ Vñ-t - Vñ+ t +-··· 
Rupuesta. No es aplicable, puesto quo los términos de la serio uo dcca·ecen 

monótonamente en valor absoluto. La serie diverge. 
Cuántos primeros términos hay que tomar en las series siguientes para 

que su suma difiera n o más que en 1/ tOo do lo suma de la serie cora•cs1Jondiente: 
1 t 1 1 1 1 21. 2 - 22+ v-2i"+ ... + (-t)•HJ 2,. + ... Respuesta: n =20. 22. 2 -

1 t 1 n 1 1 1 1 -:r+-¡--s-+···+( - 1) -n+··· Respuesta: n = t0°. 23. zt- 3~ +-¡z-
1 1 1 1 t - 52 + ·· · + (-1) .. n:r+ ··· Respuesta: n = 103, 24. 2 - 2 .3 + 2 .3 .4 -

1 1 -
2

.
3

_
4

_
5 
+ ... + ( - ·1)" n¡ -!- .. . Respuesta: n -=d O. 

Determinar cuáles de las series sigui.entes convergen absolutamente: 
1 1 1 1 n 1 

25. t - 32+v-?2+"92+ ... + (- l ) +1 (Zn - t)2 + -·· Respuesta: Con-

111 1 t ,.11 verga absolutamente. 26. 2 - 2 - 2~ +3 ·23- ... -1-(-1) +ln. :.!" + ··· 

. 1 1 1 1 " ll espuesta. Converge absolu tamente. 27. In 2 - In 3 + In 4 - 10 5+ · · .( - 1) X 

X -
1
-1-+ .. . Respuesta : Converge condicionnl mente. 28. -1 +-1---

1
- + nn V2 V3 

+ .~ + ... ( - 1)11 .~- + ... Respuuw: Converge condicioool mcnlc. 
y 4 -y" 
Hallar la suma do la serie: 

2!). 1 .~.3 + 2.!.4 + ... + n (n+ /)(n-1- Z) + ... N espuma: 1{4 . Para que va lo-
. z .c2 xn 

ros rlo ~convergen los senes: 30. 1 -l-T+T+ ···+Tt+· .. Respuesta: 

:r~ x3 x4 ~n 
- 2<x < 2. 31. L- ;¡:r- f-32' -4"2 + · ··+ (- 1)n+'fi2 + ··· Hespuwa : 

- 1 <z<1. 32. 3z t-34z4+38z0 + ... +3n1zn1 + ... Respuesta: lz l< ;. 
tOOz 10 000z2 1 000()()()za 33. t + '""f':'3+ 1.3.¡) + 1.3.5_7 + ... ll espu~sta: -co<r<co. 
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34. sen x+2sen-}--H scn i-+ ... + 2""sen 3~, -:- ... Respuesla: -oo< x< oo. 35. 

x xZ xn 
- - -+---..1.. + + . . . Respuesta: -1 <x< 1. 36. x+ 
t +Vi 2+ V2 · ... n+Vn 

21' ~1< n1• +T!x2f T!:t·~+ ... +n!x"+ . .. + Respuesta: -oo <x< oo. 37. x+ 

-l 2! '' + 3! .a ' , n! " 1- R . < 38 + 22 "+ ··22 :~: - 33 x - .. . "i" fiñ :~: · . . . espuesta.. - e x < t. . x 4f x-

(1·2-3)2 (nf)2 
+ 

61 
zS+ ... + (Zn)l xn+ ... Respuesta.: -4 < x < 4. 39. Hallar lll 

sumn de la serill x+ 2x2+ ... + nxn + ... (1 x 1 < 1). 
Indicación . Escrihi r la serie en !a forma 

x f- xZ-f-x3+ x4 + . . . 
x2.(- x3+x4 + .. . 

:r.~ + x4 + . O o 

x -' + · ·· 
X 

Respuesta : ( l - x)Z . 

Determinar cuáles de las series s ig uientes son mayorant!'s eu los segmentos 
indicados; 

:~: x2 xn 
40. 1 + jT + ;¡y + .. · +ñ27 ·· · (O<x-< 1)0 llespu<sta: Mayoranteo 41. 1 -'-

x x2 x3 xn 
+ -;¡- + :r-+3+ ... -r11+ .. o (O -< x-< 1). He$puesta: No mayorante. 42. 

sen x sen 2.r sen 3.r sen nx ..L • 
-1-2 +~+~+ ... +--n-2-, o o. (0.2:t]. Respuesta. Mayorante. 

Desarrollo de l as funciones en series 
'l 43. Desarrollar tu + x según lns potencias do x y determinar el intervalo 

de convergencia. Respuesta: Converge para - 10 < x < 10. <'íll. Desarrollar cos x 

según las potencias de { x-7;) . Respuesta: 0~2' - ~2 { x- !i- ) -
2 
~z X 

X ( x-.¡. r + 6 .·~2 ( x-%) 3 +o o. 45. Desarrollar e-X sugún las potencias 

x~ z 3 
de x. Respuesta: 1-x+T!-3!+ ·· · 46. Desarrollar e"' según las poten-

e2 e2 
eias de (x - 2)0 Respu.uta: e2 +e2(x-2)+2f (z-2)2 + 3f(x-2)3+ ... 47. 

Desarrollar z3-2x2+ 5z - ·7 según las potencias de (x-1). Respuesta: - 3 + 
+ 4 (z -1) +(z-1)2 + (x - 1)3. 

48. Desurollar el polínomío xi0 -1- 2:~:9- 3x' - 6x6 + 3x4 + 6z3- x- 2 
en la serie de Taylor según las potencias de z - 1; convencerse de que est~ 
polinomio tiene el número 1 corno raíz triple. R espuesta: 
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f (z) ""' 81 (""- f)3 + 270 (z- 1.)' + M2 (z - 1 )6 + 330 (z- 1)1 + 186 (z- 1)1 + 
+ 63 (z - 1)& + 12 (z-t)'+(z-1)10. 

4~. Desarrollar cos (z+a) según las potencias de x. Respue1ta: 
:z:2 z3 z l 

cosa-zsena-T!cos a +3f sen a+41 cos a- ... 

50. Desarrollar In z segú.n los potencias de (z-1). Respuesta: 

1 t 1 (:z:-1)-2 (z - 1)2+a <z - t )s - 4 (z - 1)'+ ... 

5f. Desarrollar e% en lo serie segú.n los potencias de (z +2). Re1pue1ta: 
00 

e-2[ t + ~ (z~!2)" J . 
n - 1 

52. Desarrollar cos2z en la serieSI'gún las potencias de { z-T); Respue1ta: 

1 
~ 4n- 1 ( :z:-T) ~·l-1 

2+ LJ (-t)" (2n - l)l (lxl<oo) . 
. n=l 

53. Desarrollar : 2 en la serio según los potencias de (z+t). Rerpuesta.: 

"" ~ (n + t)(z +t)" (-2< z<O). 
n=O 

54. Desarrollar tg z en la serie según las potencias de { z-T) . Rupuesta: 

1 + 2 (x-.¡.) + 2 {z-T.r + ··· 

Escribir los primeros cuatro términos del desarrollo en la serie segú.n las 
potencias de x de las funci ones: 

:z:3 2z6 1777 
55. tgx. · Respucsta: z+T+--:¡s-+ 

315 
+ ... 56. e008

". Jleapue1ta: 

z2 z3 57. eurct¡¡ "·Respuesta: 1 + z+T+-¡¡-

z ,.2 7z• 
Respuesta: In 2+T-s+J84+ ... 

;rt z 4 
59. e3enx. Rerprulla: 1+z+T-s+ ··· 60. (1+z)". Rupue1ta: t + z2-

z3 5 z2 5:z:4 - 2 +-¡¡x•- .. . 6t. sc:r. Respuesta: 1+ T + '"""24+··· 62. lncosz. 
z2 zl z6 

Respuesta: - 2 - 12- 45 - ... 63. Desarrollar sen kz según las potencias· 

(kz)S (kl:)li (kx)1 · 
do z. Jlespue1ta: kz--

3
-
1-+-

5
-
1 
---7-1 

-+ .. . 64. Desarrollar sentz 
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st•gún las potencias de z y determinar e l intervalo de convergencia . R~sp11~$-

2xz 23z 4 zoxG 2211-lz~" 
ta: T!----z.r-+"""'U'!- . .. + ( - 1)"-1 (2n)l + · ·· La serio converge 

pura touos los va lores tic x . 6.). Desarrollar 1 -j~ x2 en la serio scg ún las 

pot encias de x. Respu~sta : 1-z2+ x•-x6 -j- ... 66. Desa rrolla r a rc tg z ~o la serie 
:< 

según l11s po tencias de r . Indicación. Aprovechar la fórmula arctg x= ~ 
1 
.::! . 

o 
r~ z6 :r:1 1 

1/~spu,•M,: >"--;:¡-+5 - 7 + ... (-1 < z <;: 1). 67. D•>sarrollar ( l +x)2 

e·u lu serio se·4' ún lns pott-ncias do z. Uespuesta: i -2z+3x~-4x3+ ... 
( - l < z < l). 

Aprovechando las fómlUlas del desar rollo en serio do potcncillS do las !un
ciones ~. Sl' ll :r. C(IS x, In (1 + x ) , (1 + z)'n y aplicando dife·rcntes procedi
micn tt~~ . dcsnl'l'ollar en seri e:~ de potencias las funciones y determ inar los inter
valos ele• couvcrgcncia: 

z3 .r~ 
(i8. s.>uh ) . n~spuesta: :r+TJ+T¡+ · .. (-cc < .r<co). 69. cosh x. 

,,.z :e' 
llt splll'Sifl : I+ TJ+TJ J- ... ( - co < z< coJ. 70. cos~ :r . /lrspu.~<l(l : 1+ 

7 1, (1-!- x) In (1 + r J. lle.<pu. •ta: 

.. 
x" 

x+ ~ ( - 1)" (n- l )tt ( l zl~ l ) . i'2. (1 1- x) e-x. /l~.t(lU~S/a : 

n.-. :.! 
00 

+ ~ (- l)n- t n - 1 x" ( - co < x < co) 
-'.J 11! 

73. 
4
_ -'t', . Respuesta: 

"_,., 
00 

~ -.:r411 
-'.J ,¡n+ t ( ! .e 1 <V i ). 74. 

:rfl - 1 
+-n-1-+ ... (-co< .r<co). 

e"-1 -- . 
% 

75. 

( 1 <r 1 < 1). 76. e" sen z . Respuesta: 

Rt~o<pu6s/a: + 

( 1 - z)~ 

00 

R~spuuta: ~ (n + 1) zn 

n- o 
2x3 4x5 -

z+z2 + 31'-5f+ ··· + Y2'• X 

rut · x'1 

x scn 4 n¡+ · .. ( - co <z < co). 77. z+Vt + x2. llesprtesta: x-

t z 3 1·3 z6 ,.+1 t.3 ... (2n-1) z 2n+ t 
- T3+ 2Ts + · .. + (- t) 211 ·nl 2n + t + . .. ( - t <z~ t) . 

" 
.. 

78. (' ln (1x+ z) j '----'--'--.:.. dx. Respuesta: " ~ ( - 1)11+1 ..:..._ ( 1% ¡ . .,¡;;; 1). 
-'.J n' 

o 
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X 

79. s arc~g x d.c. R espuesta: (-1 -< z < t ). 
o 

"" ~ co~z dx. ~ x 2" 80. ~ ~ Respuesla: C -1- ln t :r l ¡.. LJ ( - 1)0 (;¿n) (2n)l 
fl= l 

-~ 

(-co < z<OyO< z<co). · SI. ~ dz 
.) ·J-xD . R esp11esla : 
(1 

82. Demostrar las igualdades: 
seo (a + x) = seo a cos x + cos a sen x , 

cos (a + :l·) = cosacos x-sen a sen x, 
desarrollando los primeros miembros según las potencias de z. 

Aprovechando \as series cotTespo11dientes, calcular: 
83. cos jÜ0 con precisión do hasta 0,0001. R espuesta: 0,98!¡8. 
84. sen J. o con precisión do hasta 0,0001. l?esputsta: 0,0175. 
85. sen 18° con precis ión de hasta 0,001. Respuesta: 0,3090. 

86. sen ~ con precisión de hasta 0 ,0001. R espuesta: 0,707!. 

87. a:rctg 115 con precisión de hasta 0,0001. Respuesta 0,1973. 
88. In 5 con precisión de basta 0,001. Respuesta: 1,609. 
89. log10 5 con precis ión de hasta 0,001. Respuesta: 0,699. 
90. arcsen 1 con precisión de hasta 0,0001. Respuesta: 1,5708. 
91. Ve con precisión de hasta 0,0001. Respuesta: 1,61,87. 
92. log e con precisión de h:~s ta 0,00001. Respu&sta: 0,43429. 
!13. cos 1 con precisión de hasta 0,00001. R espuesta: 0,5403. 

Desarrollando on la serie de Maclaurin la funci ón f (x) == ';! a"+ x. calcu
lar con precisión de hasta 0,001; 94. vao. R~spuesta: 3,107. 95. V70. Res
puesta: 4,121. 96. 'j/500. T!espuesta: 7,937. 97. V25(i. R~spucs ta: 3,017. 
98. l/87.. Respuesta: 9,1G5. !!9. 'V2. R espuesta: 1.2598. 

Desarrollando el integrando eu la serie, ca lcular lns integrales: 
1 

~ son x l . d h o 6 ¡¡ 100. ~ - -.r.- e .e con prec1sion o asta ( - . •espues ta ; 

o 
1 

101. ~ e-"'2 
dx con precisión dr bas ta 0,000'1. Respuesta: O, 7468. 

o 
:rt 

T 

O,!J4608. 

102. ~ sen (x2) dx con precisión de basta 0,0001. Respllesta: 0,1571. 
o 
1 

103. S e ~'X dx con precisión de hasta 0,01. Resp~testa: 0,81. 
o 
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0,5 
{' arctg z d 

104. j - -:r-- .r con precisión de hasta 0,001. Respuesta: 0,487. 

o 
1 

105. ~ cos Vi dx con precisión de hnsln 0,001. Respuesta: O, 7C.4. 

o 
1 

T 
106. ~ In (t + Vz) d.r con precisión de hasta 0,001. Respuesta: 0,071. 

o 

107. 

108. 

109. 

1 :ct 

~ e- - 4- d.r con precisión de has ta 0,0001. Respuesta: 0,9226. 

o 
1 
T 

- -===- d.r • con precisión de basta 0,0001. Re1puesta: 0,0214. 

~ 
sen.r 

'\~!=X 
0, 5 

~ 
1 
:x' con precisión de I.J as la 0,00 1. Respuesta: 0,1,94. 

o 
1 
{' Ln ( l~+z) n2 

110. .) _ dx. Respuesta: t2. 
o 

Indicación. Al re,olver este ejemplo y los dos siguientes es 1í til tener 
en cuenta las igualdades: 

00 00 

~ ~2 = ~'}. 1 ~ (2rt - 1)2 
n- t n -1 

que serán obtenidas en § 2, capitulo XVII. 
1 
{' In ( lz-.r) n2 

U l. .) d:r. Rupuesta: 6 . 
o 
n2 

puelta: 4 . 

1 

112. S In ! ~ : d: . Res-

o 

Integración de las ecuaciones diferencia les por medi o de las series 

U3. Hallar la solucióu de la ecuación y" = :t!J que satisface a las condi
ciones iniciales: para .r = O e v=t, v' =O. 

Jndlcaelón : Buscar la solución .en la forma de una serie. 

z 3 ~ x• 
Respuesta: 1+ 273+ 2·3·5·6 + · · · + 2·3·5· 6 ... (3k-1) 3k + · · · 
U4. Hallar la solución de la ecuación !1" +xv' + v=O que satisface a las 

ondiciones iniciales: pnra z = O e v = O, v' = t. 
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z8 z6 ( -1)''+1 zl"-1 
Rtlpuuta: z- 3 + 1.3.5 - ... + 1·3·5 ... (2n-t) 
U5. Hallar la solución general de la ecuación 

z111" +xv' + ( x• -+} v=O. 
Indicación . Buscar la solución en la forma 

11 = x'P (Ao+Atx+A2Z•+ .. . ). 
Rllp~UIIa: 

t 1 
2 [ zS z& z8 J -2 [ zl x• J C1x t-31+ 51- 71 + ... +C2z 1-21+41- ... ""' 
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e senz + C cosz 
= 1 Vi 2 Vi . 

tt6. Hallar la solución de la ecuación z11• + 11' +z11,;0 que satisface 
a las condiciones iniciales: para x=O, 11 = 1, 11' =0. 

z2 z' z8 lt zl~ 
Rup.usta: 1-p+ (1·2)'2' (1·2 ·3)12i + ... (- 1) (kl)22t-' + ... 
Observación. Las dos últimas ecuaciones diferenciales son los casos par

ticulares de la ecuación de Besael 
· x 2v" +zv' + (zl-nl) v=O 

para n = 1/2 y n =O. 
117. Hallar la solución general de la ecuación 4xv• + 2v' + v = O. 
Indicación. Buscar la solución en forma de una serie 

x'P (ao+a 1x + a2Z'+ . .. ). 

Ruput!sta: C1 cos lf% + C, sen Vi. 
tt8. Hallar la solución de la ecuación (1 -:~:2)y"-zv' = 0, que satisface 

a las condiciones iniciales: para z=O o v=O, 11'=1 . 
. 1 z8 1 3 z6 1 3 5 z7 

Respuesta: z+2a+24s+TTTT+·· · 
t19. HalJSI la solución de la ecuación (t +z')v"+ 2xv' = 0, que satisface 

a las condiciones iniciales: para z=O e v= O, v' =t. 
zS ,.,, z7 

Resprusta: %-3 +5 --,-+ ... 
t 20. Hallar la solución de la ecuación v• = XIIII', que satisface a las con

diciones iniciales: para x = O e v = 1, 11' = 1. 
z3 2x' 3z6 

Relprusta: 1+:1:+3f+-¡¡-+51+ ... 
t21. Hallar la solución de la ecuación (1-%) 1/'=1+%-v, quesatísface 

a las condiciones iniciales: para x =0 e 11= 0, indicando el intervalo de con-
vergencia de la serie obtenida. • 

zl zS z' 
Rupuuta: x+-r:2+ 2.3+ a:,¡+ ... (-1 'x~ t). 

122. Hallar la solución de la ecuación %1l" + v=O, que satisface a las 
condiciones iniciales: para x=O e v=O, v' = 1, indicando el intervalo 
de convergencia. 

21-638 
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z2 x3 z' 
Respuesta: z- (11)2 2 + (21)3 3-(3!)' 4 + ... ( -oo < z < oo). 

123. Hallar la solución de la ecuación y"+_3_Y' + u= O, que ~a tisface 
% 

a las condiciones iniciales: para z =O e y = 1, y' = t. 

Respuesta: sen z . 
X 

124. Hallar la solución de la ecuación y"+ _!_ u' + y=O, que satisface 
% 

a las condiciones iniciales: para x =0 e y = 1, y' = 0, indicando el i11tervalo 
de convergencia de la serie obtenida. 

z2 z 4 z6 
Respuesta: 1-2!+ 22 .42 22. 42 . 62 + .. . ( 1 x 1 < oo). 

Hallar los primeros tres términos del desarrollo en una ·serie do potencias 
de las soluciones de las ecuaciones diferenciales s iguientes cuando se verifican 
las condiciones iniciales indicadas: 

125. y' = z 2+yz, para z =O e g= i. Respuesta: t + z+z2+ 4;
3

-;- ..• 

ez2 z3 
126. y• = eU + x, pata x = O e y= 1, y' = O. Respuesta : 1 +2+6+ ... 

z 2 x3 
127. y' = seny - senz; para .r = O e y = O. Resp!testa: - 2 - 6 -
Hallar unos cuantos términos del desa rrollo eo una serie de potencias 

de las soluciones de las ecuaciones diferenciales cuando se verifican las con
diciones iniciales indicadas: 

128. y" = yy'-z2; para x = O e u=O, y'=O. 
. x 2 2z3 Sx• 14z6 

Respuesta: 1 + z+2f+3J+4J+-5- 1- + ... 
129. y' = ut + z3; para x = O e y = t /2. 

1 1 1 1 9 
Respuesta.: z +Tx+a z2+16 :t3+ 32 z'+ ... 
130. y' = x2-y2; para .z: = O e u= O. 

1 t 2 
Respuesta: T z 3--;¡:g z? + 7 . 11 .27 zl1 - · · · 

131. y' = z2y2- 1; para x = O e y = t. 
. zS x• z & 
Respuesta: t-x+--g-2 +5 - ... 
132. y' = ell+zy; para x=O e y=O. 

z2 2z3 11.:1:' 
Respuesta: z+2+-g+ 2.3.4 + .. . 



e A P 1 T u Lo xvn 

SERIES DE FOURIER 

§ t. DEFINICION. PLANTEO DEL PROBLEMA 

La serie de funciones de la forma 

i + a1 cos x + b1 sen x + a2 cos 2x + b2 sen 2x + 
o, de modo más conciso, la serie de la forma 

00 

i + ~ (a, cosnx + b, sen nx), 
n = l 

(1) 

se llama serie trigonométrica. Los números constantes a0 , 11n y 
b, (n = 1, 2, ... ) se llaman coeficientes .de la serie trigonométrica. 

Si la serie (1) converge, su suma es una función periódica j (x) 
de periodo 2n, puesto que sen nx y cos nx son funcicnos periódicas 
de periodo 2n. 

De este modo, 
f (x} = f (x + 2n). 

Planteemo~ el problema siguiente. 
Sea dada una función periódica j (x) de periodo 2n. lEn qué 

condiciones se puede hallar para f (x) la serie trigonométrica que 
converge hacia la función dada? 

En el presente capitulo resolvemos este problema. 
Determinación de los coefi cientes de la serie mediante las 

fórmulas de Fourier. 
Supongamos que una función periódica f (x) de período 2n es 

tal que se puede representarla como serie trigonométrica que con
verge hacia la función dada en el intervalo (-n, n), es decir, es 
la suma de esta serie: 

f (x) = a; + ~ (a, cos nz + b, sen nz). (2) 

n=l 
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Supongamos que la integral de la función de primer miembro 
de esta igu!lldad, es igual a la suma de las integrales de los tér
minos de la serie (2). Esto tendrá lugar, por ejemplo, si suponemos 
que la serie numérica formada de los coeficientes de la serie trigo
nométrica dada converge absolutamente, es decir, converge la serie 
numérica positiva siguiente: 

1 i 1 + 1 at l + 1 bt l + llh 1 + 1 b2 l + · · · + 1 an 1 + 1 bn 1 + . . . (3) 

Entonces, la serie (1) es mayorante y, por consiguiente, podemos 
integrarla término a término en el intervalo de -na n. Aprovechamos 
esto para calcular el coeficiente a0 • 

Integramos ambos miembros de la igualdad (2) dentro de los 
limites de -n a +n: 

n n .rr n: 

J f (x) dx = j ~ dx + ~ ( J an cos nx dx + J bn sen nx dx) . 
-n - n n=t -re: -n 

Calculemos por' separado cada integral del segundo miembro: 

-n 

f r an sennxl" J anCOS nxdx= an J COS nxdx = n - n =O; 
-n -n 

r bnsennxdx=bn ~ sennxdx = bn co:nx¡:JI = 0. 
- n -n 

Por consiguiente. 
n I f(x) dx= na0 , 

-n 

de donde 
n 

ao=! 1 f{x) dx. (4) 
- n 

Para calcular los demás coeficientes de la serie necesitamos ciertas 
iategrales definidas las que examinaremos preliminarmente. 
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Sin y le son números enteros, se verifican las siguientes igualdades: 
si n =1= k, tenemos: 

11 

S cos nx cos kx dx = O; 
-11 

11 

S cos nx sen kx dx = O; (1) 
-11 

lt 

S sennxsenkxd%=0; 
-n 

pero, si n = k, entonces: 
n 

1 
S cos2 kx dx = n; 

-11 

11 

S sen kzcos kx dx =O; } 
-n 

1 " 
S sen2 kx dx = n. J - n 

(11) 

Calculemos, por ejemplo, la primera integral del grupo (1). Puesto que 

1 
cos nxcos kx = 2 [cos (n +k) x + cos (n- k) x], 

entonces: 

11 " 

) cos nx cos kx dx . ~ 1 cos (n + k) x dx + 
-n -n 

" +; ) cos(n-k)xd%= 0. 
- n 

De modo semejante es posible obtener también las demás fórmu
las (! ) ... ). Las integrales del grupo (JI) se ealculan directamente 
(véase capítulo X, tomo I). 

Ahora podemos calcular los coeficientes aA y b11. de la serie (2). 
Para hallar el coeficiente ak cuando k =1= O t iene cierto valor 

determinado, multipliquemos ambos miembros de la igualdad (2) 

•) Mediante las fórmul as 

cos nz sen kz = lh [sen (n + k) z - sen (n - k) z] , 
sen nz sen kz = lf2 (- C08 (n + k) z + cos (n- k) z]. 
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por cos kx: 

1 (x) cos kx =~o cos kx + ~ (an cos nxcos kx + bn cos nxcos k:t). (2) 
n - t 

La serio uol segundo miembro de la igualdad es mayorante, 
puesto que sus términos no su peran en valor absoluto a los términos 
de la serio convergente pos itiva (3). Por eso, podemos integra rla 
t érmino a término en cualqui er segmento. 

Integremos la igualdad (2') den tro de los límites de -n a n: 
t< t< 

J 1 (x) cos kx dx = ~o J cos kx dx + 
- t< -n 

~ n 

+ ~ ( an ~ cos nx cos kx dx + bn ) sen nx cos kx dx) . 
n=l - n - n 

Tomando en consideración las fórmulas (II) y (1), not amos que 
todas las integrales del segundo miembro so anulan, a excepción 
de la integral con coeficiente ah. 

Por consiguiente, 
tt n 

) 1 (x) cos kx dx = aA J cos2 kx dx = akn, 

- ~ - n 
de donde 

t< 

aA = ~ ~ 1 (x) cos kx dx. (5) 
- ~ 

Multiplicando ambos miembros de la igualdad (2) por sen kx 
e integrando de nuevo de -Jt a n, hallemos: 

n ~ 

) 1 (x) sen kx dx = bh ~ sen2 kx dx = bltn, 
-t( -t< 

de donde: 
t< 

b~r. = ~ ) 1 (x) sen kx dx. (6) 
-r< 

Los coeficientes determinados por las fórmulas (4), (5) y (6), 
se llaman coeficientes de Fourier de la función f (x}, y la serie trigo
nométrica (1) formada con tales coeficientes se llama serie de Fourier 
de la función f (x). 
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Ahora regresemos al problema planteado al princ1p1o de este 
párrafo: ¿cuáles propiedades ha de poseer la función f (z) para que 
su serie de Fourier converja y para que la suma de la serie de Fourier 
formada sejl igual a los valores de la función dada en los puntos 
correspondientes? 

Formulemos el teorema que ofrece condiciones suficientes para 
representar la función f (z) por la serie de Fourier. 

Definición. Una función f (z) se llama monótona por trozos en 
el segmento [a, bl, si este último se puede dividir por los pilOtos 
z,, z 2, ••• , Zn _, en un número finito de 
intervalos (a, z 1) (x1 , x2) •••••. (x,. _,b) de 
modo que la función sea monótona en cada 
uno de los intervalos, es decir, que ella 
sea o bien no creciente, o bien no decre
ciente. 

De la definición se deduce, que si la 
función f (x) es monótona por trozos y aco
tada en el segmento [a, bl, entonces puede o 
t ener sólo puntos de discontinuidad de 
primera especie. Efectivamente, si x = e 

f(c+O) 
f(c-0) 

X 

Flg. 356 

es un pilOto de discontinuidad de la función f (x), entonces, en 
virtud de la monotonía de la función existen los límites: 

lím f (x) = f (e- 0), lím /(x)=/(c+O), 
:r-+e-0 x-+e+o 

es decir, el punto e es punto de discontinuidad de primera especie 
(fi g. 356). 

Formulemos ahora el siguiente teorema. 
Teorema. Si la función periódica f (x) de período 2n es monótona 

por trozos y acotada en el segmento ( -n, n), entonces la serie de Fourier, 
forrnada para esta función, converge en todos los puntos. La suma de 
la serie obtenida s (x) es igual al valor de la función f (x) en los puntos 
de continuidad de la función. En los puntos de discontinuid4d de la 
función f (x) la suma de la serie es igual al medio aritmético de los 
limites de la función f (x) a la derecha y a la izqui.erd4, es decir, si x = e 
es un punto de discontinuidad de la función f (x), entonces tenemos: 

s (x)x= e = f (e - 0) + f (e + 0). 
2 

De este teorema se deduce que la clase de las funciones que 
pueden ser representadas por las series de Fourier, es bastante am
plia. Por eso las series de Fourier han encontrado una amplia apli
cación en diferentes ramas de las matemáticas. Con particular 
éxito las series de Fourier se emplean en la fisica matemática y en 
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sus apl icaciones a los problemas concretos de mecánica y fí sica 
(véase el capítulo XVIfl). 

Demos r l teorema citado siu demostración. En los párrafos 
8-10 demostremos otro criterio su fi ciente para que una función 
seo desarro llable en la serie de Fourier. Este cri lcrio se refiere, en 
cierto sentido, a la clase más estrecha de funciones. 

§ 2. EJEMPLOS DE DESARHOf,LO DE LAS FU NCIONES 
EN SERIES DE FOURIER 

Domos los ejemplos de desarrollo do las funciones en series de Fourier. 
Ejemplo t. Sea una (unción periódica f (x) de período 2:t definida de modo 

siguiente: 

Es una función monótona por t rozos y acotada (fig. 357). Por consi
gui<'uto, permite el desarrollo en la ser ie de Fourier . 

• X 

Flg. iJ57 

Según la fórmula (4) § 1, hallamos: 
n 

Do=_!_ \% d:r= ..!.. r21n =0. 
n J :t 2 - n 

-n 
Apltcnndo la fórmula (5) § 1 o inl~grando por partes, obtenemos: 

1 f 1 [ S<'n kx 1" 1 ~ J n11 =n- J :r cos kx dx=n z - 1,- - n-k J sen ltx dx = 0. 
- n -n 

Según lu fór mula (6) § 1, holla mos: 
n n 

b11 = : ~xsenkrdx=~ [-xco:kxl:n + -} ~coskxax] = (- l )k+J{. 
- n -n 

De este modo, obtenemos la serie 

/( ) - 2 [senx sen2x + sen3:r_ ( - t)lt+ssenkz + J r- -~---2- 3 .. · k ... • 

Est.a igualdad tiene lugar en todos los puntos, excepto los de discontinui
dad. En cada punto de discontinuidad la suma do la serie es .igua.l al medio ar~t
mético de los limites de la función a la derecha y a la tzqUJerda , es decir , 
es cero. 
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Ejemplo 2. Sea una función periódica 1 ~)de periodo 2n definida de modo 
siguiente: 

f (z) = - z para -n < z < O, 
1 (z) = z para O < z < n 

(es decir, f (z) = z 1) (fig. 358). Esta función es también monótona por 
trozos y acotada en el segmento - n < z < n. 

lj 

Ptg. 958 

Determinemos sus coeficientes de Fourier: 
n O n 

ao=! ~ l(z)dz = ! [ ~ (-z)dz+ ~ zdx] =n, 
- n -n O 

O n 

ao~~ = ~ [ ~ ( -z)coskzd.:r+~ zcoskzdx] = 
- n O 

O n 
=~[-:z:senk:z:IO + ..!_ (" senkzd:z:+zsenk:z:l"- i..\' senk:r:dx]-

n k -n k .) k o k .) 
-n O 

__ 1_ [ _ cos kz ¡o + eos kz I"J .. 
nk k - n k o 

2 { O para k par, 

- nk2 (coskn-i) = -n!z para k impar; 

O n 

b11=! [ ~ (-z)senkxd:r:+ ~ zsenkzdx] = o. 
- n O 

De este modo, obtenemos l a ser ie 

/( ) =~-_! [cos z + cos3z _l- cos5.r + +cos(2p + 1)z+ J 
z 2 n 12 32 52 .. · (2p + 1)' . .. · 

Esto serie converge en todos los puntos y su suma es igual a la fuMión dada. 
Ejemplo 3. Sea una fun ción per iódica 1 (z) de período 2n definida de modo 

siguiente: 
/(z) =-1 para -n<:~:<O. 

/(z)=t para O~x<n. 

Esta función (fig. 359) es monótona por trozos y acotada en 1'1 segmento 
-n < x<n. 
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Calculemos sus coeficientes de Fourier: 

" o " 
a0=+ ~J(x)dx=~ [~ (- l) dx+ ~dx] -= o; 

_, " o 
o " 

alt =! [ ~ ( -1) cos kx dx+ ~ coskx dx J = -1 · se~kx ~~n +se~ b \: = 0; 
- n O 
o ~ 

11~t = ~ [ ~ (- 1}sonkxdx + ~ senkxdx ] = ~ [co~kx~~n_co: kxi:J= 
- n O 

2 { O pan1 k par, 
= - [t - cos nk] = 4 

nk . ñk para k impar. 

Por consiguiente, la serie de Fourier de la función ~ :aminada t iene la 
forma 

f ( ) -~ [~-L sen 3x _L sen 5x+ + sen (2P+ .tl..!+ J 
x - n 1 r 3 r 5 · · · 2p+· · · · · 

Esta igualdad us válüla en todos los puntos, excepto l OS de disconl.inuidad 

J -Jf -2~ -t lff 24 ... Jff X 

Fig. 359 

En la fig. 360 se indica claramente, como las sumas parciales s,. de la serie 
representan cada voz más cxactl\Dlente la función 1 (x), al aumentar n . 

. Ejemplo 4. Sea una función periódica 1 (x) de período 2n definida de modo 
siguiente: 

1 (x) = x', - :rt ~ x ~ n (fig. 361). 

Calculemos sus coeficientes de Fourior: 

n 
t ~ 1 xa l" 2n2 ao=n j zZdx=n3 _, =T; 

- n 
n n 

a~t =¿_ ~ :z:~cos k:z: d:z:~..!..[ x2
senk:z: )" -~ ~ :~; senbdx]= 

n J n k -n k J 
-n -n 



Desarrollo de las f"nclones en sule• de Fourlu 

,.. 
- _ _¿__ ~ - X CO!' k:t 1" ..!.._!_ ~ COS kx dx] = .~~-~ [:t C\ 9 k:tj = - nk L k _ ,.. ' k .) .• ~ 

~ { 
4 k2 para k par, 

4 -k' para k impar; 

- :t 

Fig. 360 

!/ 

Fig. 361 

331 

X 

X 
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" " 
b.\ = ~ ~ z2 sen k% dz= +! [ z 2 cos kz 1" + 2 \ k d J 

k - n k ~ .% COS z z ~ 

-n -n 
n 

=2._ [z sen kz 1" _ _!_ \ sen kz dz] ... o. 
nk k - n k ~ 

-n 
Pues, la serie de Fourier de la función dada tiene la forma 

n' (cos z cos 2z cos 3z ) 
z'=T-4 -t--2!+31- · · · · 

Puesto que la función es monótona por trozos, acotada y continua, esta igualdad 
se cumple en todos los puntos. 

Poniendo en la igualdad obtenida z - re, obtenemos: 

~-~ ..!_ 
6 - kJ n2 • 

n.-=a 1 

Ejemplo 5. Sea una función periódica f (z) de per iodo 2n definida de modo 
siguiente: 

f(z)=O p3ra -n<z<O, 
/(%) = % para O < z < n (fig. 362). 

• 

/l /l _l-1 /l LJ. 
-Str -41T -3fT -21( -f( ot~ 21t J¡r /¡rt Str X 

Ftg. 962 

Determinemos los coeficientes de Fourier : 

" o " 
ao = ! ~ 1 (z) dz = ! [ ~ O·dz + ~ zdz J = ~ ~

2 

= ~ ; 
-:t - n O 

" " 
a11 = ! ~ z cos kz dz = ! [ z se: k% 1:-Í ~ sen h dz J .... 

o { 2 . o 
= _1_ cos kz 1" = - nkt para k 1m par, 

nk k o 
O para k par; 

b.\ = ! ~ zsen kz dz = ! [- z co: kz 1: +-} ~ cos k% d:v J = 
o o 

n { { para k iropar, 
= -n¡¡coskn= 

1 
--¡¡para k par 
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De este modo, la serie de Fourier toma la forma: 

( )-~-_!_ (~+cos3:r+cos5:r+ ) + ( sen:r_se.n2x+sen3:r_ ) 1 :r - 4 n 12 32 52 · • · 1 2 3 · • • · 

En los puntos de discontinuidad de la función 1 (z) la suma do la serie es 
igual al medio aritmético de los limites de la función a la derecha y a la 
ízquierda (o sea, en el caso dado, al número ~ ) . 

Poniendo en la igualdad obtenida z = O, tenemos: 
00 

n82 ="" 1 ,¿_¡ (2n- 1)2 
n=l 

§ 3. UNA OBSERVACJON SOBRE EL DESARROLLO 
DE LA FUNCION PERIODlCA EN LA SERIE DE FOURIER 

Indiquemos la siguiente propiedad de una función ,¡> (x) perió
dica de período 2n: 

n >.+2n 

S '1> (x) ckt = S 'i> (x) dx, 
- n >. 

cualquiera que sea el número Á.. 
En efecto, como 

"'(~ - 2n) = "' m. 
entonces, poniendo x = ~- 2n, podemos escribir, para cuales
quiera e y d: 

rl di-2n d+2n d+ Zn 
S 'ljJ (x) dx = S 'ljJ (~ - 2st) d~ = i 'ljJ (~) d~ = Y 'ljJ (x) dx. 

c+ 2n c+2n c+2n 

En particular, poniendo e = - :rt, d = A, obtenemos: 
~ >.+2n 

S '11 {x) ckt = S '1> (x) d..r, 
- n " 

por eso 
1.+ 2n - lt n 1.+2n 

~ 1p (x) ckt = S 1P (.~> d..r + S '1> <x> dx + S '1> (x) cL-r = 
). k -n n 

-n :t l. 1t 

= l '1> (x) ckt + i '1> (x) dx + ~ 'ljJ (x) dx = S 'ljJ (x) dx. 
). -;1 -:t ·-:r 

La propiedad indicada significa que la integral de una funei6n 
peri6diea '11 (x) en un segmento arbitrario de longitud igual al 
período, siempre tiene un mismo valor. Es fáci l ilustrarlo geométri
camente: las áreas rayadas en la fig. 363, son iguales. 
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De la propiedad demostrada se deduce que, al calcular los coefi
cientes de Fourier, podemos sustituir el intervalo de integración 

X 

F tg. 868 

(-n, n) por otro (A, A + 2n), es decir, podemos poner: 

a"~ ! ·r /(x)COSO$dx, 1 
>-+zn 

bn ~ ~ 1 (x) sen nx dx, 

" 

l.+2n 

a0 = ~ ~ 1 (x) dx, 
). 

(1) 

donde A es un número arbitrario. 
Esto se deduce de que la función f (x) es, según la hipótesis, 

periódica de período 2n; por consiguiente, las funciones 1 (x) cos nx 
y 1 (x) sen nx son también las funciones periódicas de período 2n. 
Mostremos con un ejemplo cómo en algunos casos la propiedad de
mostrada simplifica el proceso de cálculo de los coeficientes. 

Ejemplo. Supongamos que se necesita desarrollar en la serie de Fourier 
la función 1 (.x) de periodo 2n, que, en el segmento O ..:;:: x ..:;:: 2n, está dada por 
la igualdad 

j (.2:) = X. 

La gráfica de la función f (.x) se representa en la fig. 364. Esta función está 
dada en el segmento ( -n, n ), por dos fórmulas: 1 (.x) = x + 2n en el seg-

y 

Ftg. 364 

mento [-n, O], y f (z) = x, en el segmento (0, n). Al mismo tiempo en el 
.segmento [0, 2n) esta función est.á dada de modo más simple por una fór-
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mula f (x) = x. Por eso, para desarrollar esta función .en la serie de Fourier 
es más provechoso utilizar las fórmulas (1), poniendo A. = O; 

2n 2n 

ao = _!_ ~ f(x)dx = _!_ ~ zdx = 2n; n.) :t.) 
o o 
2n 2n 

1 (' 1 {' 1 [x sen n.z cos nx]2tc 
n11 = a.) f(x)wsnxdx ="'il .) xcosnxdx="'il --n-+----¡¡2 

0 
= O; 

o o 
2n 2n 

1 (' 1 \' 1 [ :ecos n:c sen =J 2n 2 
bn=n-.) f(x)sennxdx =n J :cscnnxd.:r=n ---n-+nr-

0 
=-n. 

o o 
Por consiguiente, 

. 2 2 2 2 f (x) = n -l se>.n x-
2 

sen 2:~:-3 sen 3x-4 senl,x-5 sen 5x- . . . 

Esta serie representa la fun ción dada en t.otlos los puntos , excepto en los de 
discontinuidad (es decir, excepto los punt.os .:r = O, 2n, 4n, ... ). En estos 
puntos la suma de la serie es igual a la mitad de la suma de valores límites de 
la función f (x) a la derecha y a la izquierda (t•s decir, en ol caso dado, al nú
mero n). 

§ 4. SERIES DE }'OURIER 
PAHA LAS FUNCJONES PARES E IMPARES 

De la definición de las funciones pares e impares se deduce que 
si ~, (x) es una función par, entonces 

:l. :t 

S 'IJl (:r.l dx = 2 ~ 1¡: (.1:) dx. 
-n O 

Efectivamente, 

1t o !T 1t :t 

S 1j> (x) dx = S 'IJ1 (.1:) dx + S 11.1 (x) dx = 5 1j> (- :t) dx + S 1!' (x) d..1: = 
- ~ -~ o o o 

"' " n 
= S 'IJ1 (.x) dx + S 'IJ1 (.1:) dx = 2 ~ 'iJ (.t:) dx, 

o o o 

puesto que, seg\10 la deh11ici6n de una función pat· '\j) ( -x) - 'IP (x). 
Análogamente se puede demostrar que si <p (:r) es una función 

impar, entonces: 
:t n n n .. ~ 
S <p (x) d.x = S cp ( -x) dx + ! cp (x) dx = - S cp (x) dx + S cp (x) dx =O. 

- n o o o o 
Si una función impar 1 (x) se desarrolla en la serie de Fourier, 

el pl'oducto 1 (x} cos ·kx es también una función impar, y f (.:t) sen kx 
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es una función par; por consiguiente, 

" 
a,= q 1(•) dz=O; 1 
ah = ~ J. f (x) cos kx dx =O, 1 

" " 
bh = _!_ f 1 (x) sen kx dx = ~ f 1 (x) sen kx dx, 

n J n J J 
-n O 

(1) 

es decir, la serie de Fourier de una función impar contiene «Sola
mente senos» (véase el ejemplo 1, § 2). 

Si una función par se desarrolla en la serie de Fouriet·, un pro
ducto 1 (x) sen kx es una función impar y 1 (x) cos kx es una [unción 
par; por consiguiente 

n 

ao = ! f 1 (x) dx, 
o 

" 
a,. = ! ~ 1 (x) cos kx dx, (2) 

o 

" b,.=! ~ l(x)senkxdx=O, 
- n 

es decir, la serie de Fourier de la función par contiene <<solamente 
cosenoS» (véase el ejemplo 2, § 2). 

Las fórmulas obtenidas permiten simplificar los cálculos de 
los coeficientes de Fourier, cuando la función dada es par o impar. 
Es evidente que no toda función periódica es par o impar (véase 
el ejemplo 5, § 2). 

Ejemplo. Supongamos que es necesario d~sarroUar en la serie de Fourier 
la función par f (x) de período 2n definida en el segmento [0, n} por la igualdad 

!1 = z. 

Ya hemos desarrollado esta función en la serie de Fourier en el ejemplo 2, 
§ 2 (véase fig. 358). Calculemos de nuevo los coeficientes de Fourier do esta 
runción, aprovechando la paridad de esta función. 



Serie de Fourier para la funcl6n de periodo 2l 337 

En virtud de las fórmulas (2), b~t =O para cualquier k; 

n n 

2 ~ ao = - xdx = n, 
:t 

2 ~ 2 r:rSPDk% COSkx ]n alt = - :rcosk:rd:r = - - -,_-+--;:¡-- = 
:t n ._ " " o o o 

=-
2
-[(- f)k-1]= 4 -{ 

O para k par,. 

nk2 - nkZ para _k llllpar. 

Hemos obtenido los mismos coeficientes que en el ejemplo 2, § 2, pero 
de modo más breve. 

§ 5. SERIE DE FOURIER 
PARA LA FUNCION DE PE RIODO 2t 

Sea f (x) una función periódica de período 2l, distinto, hablando 
en general , de 2:Tt. Desarrollérnosla en la serie de Fourier. 

Sustituyamos la v¡uiab le según la fórmula: 

l 
x = -t. 

n 

E 11 touces, la función 1 ( ~ t) es una función periódica de t , de 

período 2n. Podt!DlOS desarrollarla en la serie de Fourier en el 
segmento -n< x <: :Tt; 

t( ~ t) = ~~~ + ~ (a,.coskt+ b~tsenkt), 
Jt<o= i 

donde 
n 

alt = ~ j f ( ! t) cos kt dt, 
- :t -tt 

:t 

bh= ~ J t( ~ t ) senktdt. 
- n 

Ahflra regresemos a la variable anterior x: 

22 - !136 

l 
:r=- t , 

n 
n 

dt= l dx . 

(1) 
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Entonces tendremos: 
1 1 

ao = .!._ i 1 (x) dx, 
l - 1 

1 

1 [ :rt 
ah = l J 1 (:r) CUS k l X dx, 

- 1 

1 [ ;t 

b,. = l J 1 (x) sen k l x dx. 
-1 

La fórmula (1) t.oma la forma: 

"" 
1 (x) = ~o + ~ (a,. c.os /,·; x + bh sen k; x) , 

lt=l 

) 

(2) 

J 

(3) 

donde los coeficientrs a0 , aA, b, se ca lculan según las fórmulas (2). 
Est a es precisar.nrnto la serie de Fourier de una función prriódica 
de período 21. 

Notemos que todos los trorema~ cpse han tenido lugar para las 
serirs de Fourier do las funciones P"•·iód icas de per·íodo 2n, son 
váli dos también pat·a las series de Fourit' r de las funcioucs periódicas 
de cualquier otro periodo 21. En particul..r, queda en vigor el criterio 
suficiente del desarro llo de una función ou la serie de Fonrier (véase 
e l fin de § 1): la observación sobre la po~ibi lidad do calcular los 
coeficientes de la serie, integrando en un segmento arbitrario de 
longitud igual al periodo (véase § 3), a~í como la observación sobre 
la posibilidad de simplificar el cálculo rle los coeficientes de ll\ serie, 
cuando la función es par o impar (§ 4). 

Ejemplo. Desarrollar en la serie d!' Fourier la función prl"i lulit:a f (r) de 
periodo 21, definid a en el segmento 1-l, ll por la igual!hul J (r) = 1 z 1 
(lig. 365). 

Fig. 965 

Solución. Puesto que la {unción examinada es par. tenemos: 
1 

b~t=O; ao=f S :rdz ~ l, 
o 

2 s' kn% 21 ~ { 
a11 = T , :r cos - 1- d:r = 1!2 .) :t: cos kx dx = 4l k . 

0 0 
- n 2k 2 para 1mpar. 

o para k par. 
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Por consiguiente, el desarrollo tiene la forma: 

1 4l cosTx cos-l-x cos l x 
[ 

n 3n (2p+1) n J 
l x1 = 2-ñ2 1 + 3z + ···+ (2p+ 1)2 + ... · 

§ 6. DESARROLLO DE UNA FUNCJON NO PERIODJCA 
EN LA SERIE DE FOURlER 

Supongamos que en cierto segmento la, b] está dada una función 
monótona por trozos 1 (x) (fig. 366). Mostremos que podemos repre
sentar esta función 1 (x) en los puntos de su continuidad por una 

lj 

A+4)1 X 

Fig. 366 

suma de la serie de Fourier. Para eso examinemos una función 
arbitraria periódica monótona por trozos 11 (x) de período 211 > 
> 1 b- a 1, que coincide con la función 1 (x) en el segmento la, b). 
(I·I emos completado la definición de la función j (x)). 

Desarrollemos la función / 1 (x) en la serie de Fourier. La suma 
de esta serie en todos los puntos del segmento la, bl (excepto los 
de discontinuidad) coincide con la función dada j (x), ló que 
significa q11e hemos desarrol(ado f (x) en la serie de Fourier en el 
segmento [a, bl. 

Examinemos al10ra el sigt1 ientc caso importante. Sea f (x) una 
función dada en el segmento [0. lJ. Completando la definición 
de esta fun ción de modo arbitrario en el segmento [ -l, 01 (conservan
do la monotonía por trozos), podemos desarrollar esta función en 
la serie de Fourier. En particular, si completamos la definición 
de la función dada de modo tal que para -l <: x <O sea 
f (x) = f (-x), obtenemos en definitiva una función par (fig. 367). 
(En este caso se dice que la función f (x) «es prolongada de manera 
par>)). Esta función se desarrolla en la serio de Fourier que contiene 

22• 
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solamente cosenos. De este modo la función 1 (x), dada en el segmen
to [0, l), la hemos desarrollado en serie de cosenos. 

Si continuamos la definición de la función 1 (x) para - l <. x < O 
de modo tal que f (x) = - f (- x), obtenemos una función impar 
que se desarrolla en serie de senos (fig. 368). (La función 1 (x) 
«es prolongada de manera impar»). De este modo, si en el segmento 

y 

y 

;-, 
1 '-... 1 , _ 
1 
1 

o X 

Pig. 967 F ig. 368 

10, ll está dada cierta función monótona por trozos f (x), podemos 
desarrollarla tanto en la serie de Fouriar de cosenos, como en la 
ser ie de Fourier de senos. 

Ejemplo t. Desarrollar la función f (:r) = :r en el segmento [0, n J en la 
serie de senos. 

Sol ución. Prolongando esta función de manera impar (fig. 357) obtenemos 
la serie: 

(véase el ejemplo 1, § 2). 

'Ejemplo 2. Desarrollar la función f (z) = 2: en el segmento [0, n ) en la 
serie de cosenos. 

Solución. Prolongando esta función de manera par, tenemos: 

f(z) = J:r J, -n< z -< n 

( fig. 358). Desarrollándola en la serie, hallamos: 

) -~-.i_ [~+cos3:r+ cos5:r+ J 
f (:r - 2 n 1 32 52 • ' • 

(véase el ejemplo 2, § 2). Pues, en el segmento [0, n) tiene lugar la igualdad 

n 4 [ cos :r + cos 3z + cos S:r+ J :r = y-¡t -1- 33 "53 . .. . 
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§ 7 . APROXIMACION EN PROMEDIO 
DE UNA FUNCION DADA 

CON AYUDA DE UN POLINOMIO TRIGONOMETRICO 

La representación de una función en una serie infinita (de Fourier, 
Taylor, etc.) tiene prácticamente el sentido de que la suma finita , 
que se obtiene al interrumpir la serie en el n-ésimo t érmino, es una 
expresión aproximada de la función que se desarrolla; esta expresión 
aproximada se puede llevar hasta cualquier grado de precisión, 
e ligiendo un valor suficientemente grande de n. Sin embargo, 
el carácter de la representación aproximada puede ser diverso. 

Así, por ejemplo, la sumas,. de los n primeros términos de la serie 
de T aylor coincide con la funció n examinada en un punto, y en este 
último tiene las derivadas basta el n-ésimo orden que coinciden con 
las derivadas de la función analizada. Un polinomio de Lagrange 
de n-ésimo grado (véase § 9, capítulo VII , tomo 1) coincide con 
la función considerada en n + 1 puntos). 

Analicemos el carácter que tiene la representación aproximada 
de una función periódica 1 (x) por Jos polinomios trigonométricos 
de la forma 

s,. (x) = ~n + ~ a~ cos kx + b~ sen kx, 
~-1 

donde a0 , a11 b1, a 2 , b2 , ••• , a,., b,. son los coeficientes de Fourier, 
es decir, por la suma de los n primeros términos de la serie de Fourier. 
Hagamos primeramente algunas observaciones. 

Supongamos que tenemos una cierta función y = 1 (x) en el 
segmento [a, bl y queremos evaluar el error, cometido al sustituirla 
por otra función q> (x). Se puede tomar en ca lidad de medida del 
error, por ejemplo, máx 1 f (x) - q> (x) 1 en el segmento [a, bl, 
es decir, así llamado desvío máximo de la función q> (x) de f (x). 
Pero a veces es más natural tomar, como medida del error, así llamado 
desvío medio cuadrático 6 que se determina por la igualdad 

b 

l:l'=-1- Í 1/(x)- (p(x)]zdx. 
(b - a) J 

a 

Explicaremos en la figu ra 369 la diferencia entre el desvío medio 
cundrático y el máximo. 

Supongamos que la línea continua representa la función 
y = 1 (x) y las líneas punteadas, las aproximaciones cp1 (x) y cp2 (x). 
El desvío máximo de la curva y = cp1 (x) es menor que él de la 
curva y = q>2 (x), pero el desvio medio cuadrático de la primera 
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curva es mayor que él de la segunda, puesto que la curva y = <p2 (x) 
difiere considerablemente de la curva y = q> (x) sólo eu un intervalo 
estrecho y por eso caracteriza mejor a la curva y = f (x) qn~ la 
primera. 

Regresemos ahora a nuestro problema. 

y 

1 1 
V 

Fig. 369 

X 

Sea dada una función periódica f (x) de periodo 2n. Entre todos 
los polinomios trigonométricos de n-ésimo orden 

ll 

~ + ~ (ah cos kx + ji1, sen kx) 

k = l 

es preciso hallar, mediante la elección de coeficientes a,. y ~'" un poli
nomio tal para el cual el desvío medio cuadrático, determinado por 
la igualdad 

n u 

6;, = 2~ i [t (x) - ~o - ~ (ah cos kx + lh sen kx) r dx, 
- n k = t 

tiene el valor mínimo. 
El problema se reduce a la determinación del nummo de una 

función 2n + 1 de las variables a0 , a 1, •• • , an , ~1 , ~z , ... , ~~~· 
Desarrollando el cuadrado que se encuentra bajo el signo de 

la integral, e integrando término a término, obtenemos: 
n n 

6~ = 2~ ) {tz (x) - 2! (x) [~o + ~ (a11 cos kx + ~"~en kx) J + 
- n h~ t 

+ [~o + ~ (ak cos kx +~k sen kx) T} dx = . 
h= l 
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n :t n n 

= _!_ r ¡z (x) dx - ~ r 1 (x) dx - _!_ ~ a" r 1 (x) cos kx dx + 
2n J 2n J n ~ J 

- .n - n ll- t -re 

+ _!_ ~ ll~ f 1 (x) sen kxdx +_!_ex~ r dx + 
n ~ J 2n 4 J 

A~t - n - n 
n n n n: 

+ 2~ ~ a~ 1 cos
2 

kxd.x + 2~ ~ j}; 1 sen
2 
kxdx + 

h- 1 - :t k=l - n 
n n n :t 

+ _!_ CXo ~ CX11 r COS kx dx + _!_ CXo ~ 1}11 r sen kx dx + 
2:t ~ J 2n ~ J 

h =--- J - n h,;;a t - n 

,. " 1( +: ~ ~a11a1 J cosk:rcosjxdx+ 
h - 1 1~1 - n 

h* l 
n n n 

+ : cxo ~ ~ ahj}J 1 cos kx sen jx d:r + 
11 - 1 1= 1 -:t 

n n n +: ~ ~ ~h~J 1 senhsenjxd:r. 
Jt~ l j = l - n 

"*' Notemos que 
:t n 

~ 1/ (x) dx = a0 ; ~ 1 f(x)coskxdx=ah, 

-n -n 

" 
~ )t (x) san kx dx = bh 

-n . 
son los coeficientes de Fourier de la función f (x). 

Luego, según las fórmulas (l) y (JI) § 1 tenemos: para k = ¡ 

-n 
:t 

n 

1 son
2
kxdx=n, 

-re 

1 sen kxcosjxdx = O 

- n 
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y parn k=f=j: 
A it 

J e os k:~:cos jx d:c =O, J senkxsenjxdx=O. 
- n -:t 

De eslE' modo, obtenemos: 
![ 

~2 _ :1 J 12 ( ) dx aoao 
u,~. -- X --- -

2n 2 
- n 

n n 

~ a~ 1 ~ 2 2 - L..J (aha,, + ~Jtbh) + 4 + 2 LJ (ah+ 13~t). 
lt= l h= l 

Adicionando y sustrayendo la suma 

tenemos: 
" n 

62 1 J z a~ 1 ~ 2 .) 1 • ,. =- f (x) dx- - - - (a,. + b;. + - (a0 - a0t + 
2n 4 2 4 

- .~ k = ! 
n 

1 ~ . 2 )2 + 2 L..J (ah - a") + (~.~ - b" . (1) 

k = ! 

Los tres primeros términos de esta sunH\ no dependen de la 
elección de los cocfic i en tes a0 , a¡, ... , a,., (31, • • • , (3,. Los demás 
sumandos 

n 

1 • 1 ~ • 2] 
4 (ao - aot + 2 L..J (a,. - a,,)- + ((3,. - b1,) 

1•= 1 

no son negativos. Su suma alcanza el valor minimo (igual a cero), 
si ponemos a 0 = a0 , a 1 = a1 , ••• , a,. = a... 13t = bto ... , (3,. = 
= b,.. Con tal elección de los coeficientes a0 , att ... , an, 13 ¡, ... , 13,. 
el polinomio trigonométrico 

n 

~o + ~ (a,. e os kx + 13" sen kx) 
h = l 

difiere en lo mínimo de la función f (x) en el sentido de que el desvío 
cuadrático 6~ es míni mo. 
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Queda demostrado, pues, el teorema. 
Entre todos los polinomios trigonométricos de n-ésimo orden el 

polinomio, cuyos coeficientes son los coeficientes de Fourier de la 
función J (x), da el menor desvío medio cuadrático de esta /unción. 

El valor del desvío cuadrático mínimo es igual a: 
" n 

2 1 r 2 > _,_ ~ 1 ""' 2 2 
ó,. = Zrc J 1 (x <= --¡-- 2 L.J (a11 + b~~.). (2) 

- n k~t 

Puesto que 6:, ~ O, para cualquier n tenemos: 
n n 

1 J 2 _,_ a~ 1 ~ 2 2 - f (x) """>--+ - (a" + b"}. 
2rc 4 2 

-n k = l 

Por consiguiente, la serie del segundo miembro converge, cuando 
n-+ po, y podemos escri bir: 

.:t "" 

1 J 2 -'- a~ ~ 2 2 - 1 (x)<=>-+ (a,.+b,.). 
re 2 

(3) 
- n h= l 

Esta correlación se llama desigualdad de Bessel. 
Notemos sin demostración, que para toda función acotada 

y monótona por trozos el desvío medio cuadrático obtenido por la 
sustitución de la función dada por n-ésima suma parcial de la serie 
de Fourier, tiende a cero cuando n- oo, es decir, 6~ -+O, cuando 
n-+ oo. Pero, entonces de la fórmula (2) se deduce la igualdad 

00 Jt 

a~ ""'2 2 tf. 2 + L.J (a/¡+ b,) = n J ¡-(x) dx, (3') 

A~ t - n 

que se llama igualdad de Liapun6v. (Notemos qne A. M. Liapunóv 
demostró esta igualdad incluso para una clase más amplia do funcio
nes que la clase analizada aquí). 

De lo demostrado se deduce que para la funció n que s'ltisface 
a la igualdad de Liapunóv (en particular, para toda función acotada, 
monótona por trozos), la serie de Fourier correspondiente da un 
desvío medio cuadrático igual a cero. 

Observación. Establezcamos una propiedad de los coeficientes 
de Fourier que será necesaria en lo sucesivo. Al principio, intro
duzcamos la definición. 

Una .función f (x} se llama continua por trozos en el segmento 
[a, bl, si tiene un número finito de puntos de discontinuidad de 
primera especie en e.ste segmento (o es cóntinua en todos los puntos). 

Demostremos la siguiente afirmación. 
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Si la lunci6n f (x) es continua por trozos en el segmento l -n, n), 
sus coeficientes de Fourier tienden a cero, cuando n -+ oo, es decir , 

lim a" = O, lim bn =O. (4) 
n-oo 

Demostración. Si la función f (:e) es continua pot· t rozos en el 
segmento ( - n, n), la funció n f2 (x) también es cont inua por t rozos 

" en este segmento. En tonces, S f 3 (x) d:c existe y es UJl número 
- :t 

fi ni to•). En este caso, de la desigualdad de Bessel (3) se deduce 
00 

que la seri e ~ (a~, + b:,) converge. Pero, si la serie converge, ..... . 
entonces su térm ino general t iende a cero. es decir, en el caso 
dado Jím (a~, + b~) = O. De ahí obtenemos directamente las igual-

n-oo 
dades (4). Pues, para una f unción Acotada y cont inua por t rozos 
son vá lidas las igua ldades 

" " lí m S 1 (x)cosnxdx= O, lí nt S l(x)sen nxd:c = O. 
n-;."L•- n n -<'>- n 

Si la función j (x) es periód ica de período 2:rt, podernos escribir 
las úl ti mas igua ldades de modo siguien te (para cualquier a): 

tJ + 2n a+ Zn 

lí m S 1 (x)cosnxdx= O; lím S f(x)sennxdx = O. 
n -~ a n-® o 

Notemos que estas igualdades quedan en vigor, si integramos en 
un interva lo cualquiera (a, bl, es decir, las integrales 

b b 

S f (x) cos n:c dx y S f (x) sen nx dx 
a a 

tienden a cero, a l aumentar n indefioidamente, si f (x) es una función 
acotada y continua por trozos. 

En efecto, para precisar las ideas, suponiendo que b - a< 2n, 
analicemos una función auxiliar cp (x) de período 2n, definida de 
modo siguien te: 

Entonces: 

cp (:e) = 1 (x), cuando 
q¡ (x) = O, cuando 

a ~ x~ b, 
b <x~ a + 2n. 

b a+ Zn 

i f (x) cos nx dx = S q¡ (x) e os nx d:r;, 
a o 
b o+2n 

S 1 (x) sen nx dx = S cp (x) sen nx dx. 
a o 

• ) Es~a integral podemos representarla como la suma de integrales defini
das de las funciones continuas por t ramos on que se divide el segmento [-n, nJ . 
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Puesto que cp (x) es una función acotada y continua por trozos, 
las integrales de los segundos miembros tienden a cero, cuando 
n-+ oo. Por consiguiente, las integrales de los primeros miembros 
también tienden a cero. De este modo, la afirmación es demostrada, 
es decir, 

b 

lím ~ j (x) cos nx dx =O; 
b 

lím S f(x)sennxdx=O (5) 
n.-oo a n-+oo a 

para cualesquiera que sean los números a y b y la función 1 (x), 
continua por trozos y acotada eu el segmento [a, b). 

§ 8. INTEGRAL DE DIRJCHLET 

En este párrafo deduzcamos una fórmula que exJH'Csa la n-ésima 
suma parcial de una serie de Fourier mediante cierta integral. 
Necesitaremos de esta fórmula en los pár·rafos siguientes. 

Examinemos la n-ésima suma parcial de una serio de Fom·ier 
para la función periódica f (x) de período 2n: 

donde 

s,. (x) =;o + ~ (a1, cos kJ' + ú1, sen k.c). 

:t n 

al<=~ ~ l(t)cosktdt. b1, = ~ J 1 (t) sen kt dt. 
-~ -n 

Introduciendo estas expresiones en la fórmula para S11 (:r), obtenemos: 
n 

Sn (x) = _!_ r f (t) dt + 
2n J 

- n 

+ ~ [ co: kx r l(t) cosktdt +se: kx f 1 (t) sen kt dt]. 

h= l - n - n 

o iJ)Lroduciendo cos k:c y sen kx bajo el signo de la in tegra l (lo que 
es posible, puesto que cos kx y sen kx no dependen de la variable 
do integración , y por consiguiente, puedcu considerarse c.omo cons
tantes). obtenemos: 

" 
s, (x) = .!... r f (t) dt + 

2n J 
-n 

" 
f (t) cos kxcos kt dt + f f (t) sen kx sen kt dt J 

-;( 



348 Series de Fourler 

Sacando ahora 1/n fuera de los paréntesis y sustituyendo la suma 
de integrales por la integral de la suma, tenemos: 

n n 

Sn(x) = ! 1 {f~t) + ~[f(t)coskzcos kt + f(t)senkxsenkt)}dt, 
- n lt- t 

6 
" n 

sn(x) = : )t(t)[ ~ + ~(cosktcoskx + senktsenkx) ] dt = 

- n •-1 
n n 

= ! ) f{t) [ ; + ~ cosk(t-x) ] dt. (1) 

- n lt- t 

Transformemos la expresión comprendida entre los corchetes. Sea: 

1 
O'n (z) = 2 + cos z + cos 2z + ... + cos nz; 

entonces: 

2an (z) cos z= cosz+ 2 cosz cosz + 2 cos z cos 2z+ ... 

. . . + 2cos z cosnz = cosz + (1 + cos 2z) + 

+ (cos z + cos 3z) +(cos 2z + cos 4z) + ... 

. . . + }cos (n - 1) z+cos (n+ 1) z} = 1-¡-2 cos z + 

+ 2 cos 2z + ... + 2 cos ( n - 1) z + cos nz + cos ( n + 1) z 

6 2an (z) cos z = 2crn (z)- cos nz + cos (n + 1) z, 

cos nz-cos(n + 1) z 
O'n (z) = 2(1-cos-z)- -

Pero: 
z z 

cosnz-cos(n + 1) z = 2sen (2n+ 1) 2 sen 2, 

Por consig~iente, 

z 
1- cos z = 2 sen• 2 . 

z 
sen (2n + 1) 

2 
O'n (z)=----

z 
2sen 2 
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De este mC\do, se puede escribir la igualdad (1) en la forma: 

n t -x 
1 r sen (2n+ 1) -2-

Sn (X) ;, n J f (t ) t-z dt. 
- n 2sen-2-

Puesto que el integrando es periódico (de período 2n), la integral 
conserva su valor en cualquier segmento de integración de longitud 
2n. Por eso podemos escribir: 

x+ n t-x 
1 ~ sen(2n + 1) - 2-

sn (x)=- f (t) t dt . n -x 
x-n 2 sen -2-

Introduzcamos una variable nueva et, poniendo l - x = et , 
t = x + a . Obtendremos, pues, la fórmula: 

a 
1 )n sen(2n+1)T 

Sn (x)=- f(x + et)------det. n et 
-n 2sen2 

(2) 

La integral del segundo miembro se llama integral de Dirichlet. 
Pongamos en esta fórmula f (x) = 1, entonces: a:o = 2, a" = O, 

b,. =O cuando k>O; por consiguiente, sn(x)=1 para cualquier n , 
y obtenemos la identidad: 

1 
= _!_ j" sen (2n+ 1) ~ 

------det, 
n et 

- n 2sen T 

que será necesaria a continuación. 

§ 9. CONVERGENCIA DE LA SERIE DE FOURIER 
EN UN P UNTO DADO 

(3) 

Supongamos que la función · f (x) es continua por trozos eu el 
segmen to [ -n, n]. 

Mul tiplicando ambos miembros de la identidad (3) del párrafo 
anterior por f(x) e introduciendo f(x) bajo el signo de la integral , 



350 Stries de Fourlt r 

obtenernos la igualdad: 

a 

1 j" se n (2n + 1) 2 
f (x) = - 1 (x) da. 

n a 
- n 2son 2 

Sustrayamos, miembro a miembro, esta igualdad de la igualdad (2) · 
del párrafo anter-ior y obtenemos: 

1 j" sen (2n + 1) ~ 
s,. (x) - 1 (:r) =- [/ (x +a)-1 (x)] da. 

n a 
-n 2 sen 

2 

De este modo, la convergencia de la serie de Fouriet· al valo1· do la 
función f (x) en el punto dado depende de la convergencia hacia 
cero do la integral del segundo miembro, cuando n-+ oo. 

Dividamos la última integra l en dos integrales: 

n a 
1 j cos 2 

s,. (x) - 1 (x) = - [/ (x +a) - 1 (x)] sen na da + 
n a 

- n 2scn -
2 

" 
1 1 r +2-;t J rlcx+a) - f(x)]cosnada, 

- n 

tJtilizando la fórmu la sen (2n + 1) ~ = son nacos ~ + cos na sen ~ . 

pividamos la primera integral del segundo miembro de la última 
igualdad, en tres integrales: 

o a 
1 j cos 2 

stt (x)- 1 (x) = - [/ (x +a) - 1 (x)] sen na da + 
n a 

- 6 2sen -
2 

- o a 
1 j cos 2 + - rf (x+a) - l(x)] sen nada + 
n a 

- n 2sen -
2 
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" a 
1 1 cos 2 

+ - {! (x + a.) - 1 (x)] sen na da + 
n a 

6 2sen 2 
n 

1 f 1 
+--n J [/(x+a.) -l(x)]2 cosna.da.. 

- n 

<ll, (a.) =1 (x +a.) - f (x). 
2 

Como 1 (x) es una función acotada y continua por t. r·ozos, <1>1 (<l) 
también es una función de a.. periódica, acotada y continua por trozos. 
Por consigu iente, la últ.ima integral del segundo .miembro tiende 
a cero cuando n-+ oo , pucsLo que es coeficiente de Fouri er de esta 
función. La función 

a 
cos 2 

cn2 (<X)= 11 (x +a.)- 1 (x)l---=-
a. 

2 sen 2 
es acotada cuando - n ~ rt < - 6 y 6 -< a-< n, además: 

1 <IJ2 <a.> r-< rM + Mt-
1
-. 

e 
2sen 2 

donde M es el límite superior de la magnitud 1 1 (x) 1. Además, 
la función <1>2 (a) es también continua por trozos. Por consigniento, 
en virtud de las fórmulas (5) del§ 7, las integrales segnndn y tercer·a 
tienden a c.ero. cuando n-+ oo. 

De este modo , se puede escribir: 

o a 
1 f cos? 

~~~n~. [sn (x) - f (x)] - l~~' " J [! (x +a.) - 1 (x)J ""'a sen na da. (1) 
- .~ 2sen 2 

La integración en la expresión del segundo miembt·o se efectúa 
en el intervalo - o-< a-< 6; por consiguiente, la integral depende 
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del valor de la función f (x) solamente en el intervalo comprendido 
entl'e x - 15 y x+f>. De este modo, de la última igualdad se deduce 
una proposición importante: la convergencia de la serie de Fourier 
en el punto dado x depende solamente del comportamiento de la función 
f (x) en la vecindad, por pequeña que sea, de este punto. 

En esto consiste así llamado principio de localización durante 
el estudio de las series de Fourier. Si dos funciones f 1 (x) y f 2 (x) 
coinciden en. la vecindad de cierto punto x, entonces sus series de Fourier 
convergen o divergen simultáneamente en. el punto dado . 

§ 10. ALGUNAS CONDICIONES SUFICIENTES 
PARA LA CONVERGENCIA DE UNA SERIE DE FOURIER 

En el párrafo anterior hemos mostrado que si una función /(x) 
es continua por trozos en el segmento (- :rt, :rt), la convergencia 
de su serie de Fourier en el punto dado x0 al valor de la función f (x0) 

depende del comportamiento de la función en cierta vecindad arbi
trariamente pequeña (x0-6, x 0 + 6J de centro en el punto x0 • 

Demostremos, ahora, que si la función f (x) en la vecindad x0 
es tal que existen los límites finitos 

lím f (xo + a.)-f (xo) =kit 
a.-+-0 a 

(1) 

lím f (Xo+cx.)-/ (Xo) ks, 
cx-..+0 a 

(2) 

y en el mismo punto x0 la función es continua (fig. 370), entonces •) 
la serie de Fourier converge en este punto al valor correspondiente 
de la función f (x) . 

Demostración . Examinemos la función <D2 (ex.) determinada 
en el párrafo anterior: 

a. 
cos2 

<D, (a) = (f (Xo + a.)- f (:z:o)J a 
2sen 2 

puesto que la función f (x) es continua por trozos en el segmento 
{ -n, nl y continua en el punto x0 , entonces es continua en cierta 

•) Sí se cumplen las condiciones (1) y (2), se dice que la función f (z) tiene 
en el punto z una derivada a la derecha y una derivada a la izquierda. En la 
fig. 370 está representada una función donde k t = tg cp 1, k2 = tg cp2, k 1 =1= k2. 
Si .t1 =k~, os decir, si IBB derrvad~~B a la derooha y a la izquierda son iguales, 
l a !uncion es derivable en el punto dado. 
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vecindad [.x0 - 6, .x0 + 6) del punto .zo. Por eso la función tl>2 (a) 
es continua en todos los puntos donde a =1= O, y 1 a 1 ~ 6. Cuando 
a = O, la función <1>2 (a) no está definida. 

y 

X 

Fig. 970 

Hallemos los limites lím t1>2 (a) y lim <1>2 (a), utilizando las 

cond iciones (1) y (2): 
a-o- o ~O+O 

ex 
cos 2 li m <1>2 (ex) = lím [1 (:ro+ ex)- 1 (.x0)]---

a-o-o a-o-o ex 
2sen 2 

ex 

lim f (.xo + ex) - f (.zo) 2 cos ~ = 
a-o-o ex ex 2 

seo 2 
ex 

! ·m /(.xo+ex)-/(.xo) 1' 2 1' ex k 1 1 k = 1 1m 1m cos -2 = 1· · = s· a-o-o ex a-o-o ex a-o-o 
SCD2 

De este modo, si determinamos adicionalmente la función 
tl>2 (a) poniendo tl>2 (O) = ks. ésta será continua P.n el segmento 
1-6, 0), y por consiguiente, también acotada . De modo aniílogo 
demos tremos !Jl•e 

lím tl>2 (ex) =k.¿. 
a-o+o 

Por consiguiente. la función tl>2 (a) es acotada y continua en 
el segmento [0, 6). Por lo tanto, en el intervalo [-6, 61 la fu nción 
tl>2 (a) es acotada y continua por t rozos. Regresemos ahora a la igual-
23 -536 
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dad (1) § 9 (desiguando :r por· x0) 

ó a 
1 r cos? 

lí m [sn (x0) - f (Xo)] = lím - lf (xo + a) - 1 (x0)] ~ sen na. da 
n -oo n -oo n CL 

- r, 2sen 2 
ó 

1> 

lím[s(.r0) -f(x0)] = lím ..!._ ( QJ2 (a)sennada. 
11-oo 11 • oo rt J 

-l> 

Basándonos ~~~ las fórmul as (5) del § 7, deducimos q-ue ol límite 
del segundo miembro es igual a cero, por eso 

llm {s11 (.r0) - / (.x0)] =O 
n-+<» 

ó 

El teorema queda así demostrado. 
La diferencia entre el teorema demostrado y el teorema formu

lado en el § 1 consisto en lo siguiente: como sabemos en el teorema 
del § 1 para la convergencia de la serie de Fourier en el punto x0 
hacia el valor de la función j (x) es necesario cumplir la condición de 
que x0 sea un punto de continuidad en el segmento [-n, n.l y la 
función sea monót011a por trozos; en el teorema recién demostrado 
es nccesado que la función sea continua en el punto x0 y que se 
cumplan las condiciones (1) y (2), mientras la función sea continua 
por trozos y acotada en todo el intervalo [ - n., n.]. Es evidente que 
estas condiciones son diferentes. 

Observación t. Si una función continua por trozos es derivable 
en el punto x0 , es evidente, que se cumplen las condiciones (1) y (2}. 
Con ello, k 1 = k2 • Por consiguiente, en los puntos, donde la función 
f (x) es derivable, la serie de Fomier converge hacia el valor de la 
función en el purito correspondiente. 

Observación 2. 1 o. La función examinada en el ejemplo 2 § 2 
(fig. 358), satisface a las condiciones (1) y {2) en los puntos 
O, ±2n, ±4n., ... En todos los demás puntos esta función es deri
vable. Por consiguiente, la serie de Fourier de esta función converge 
en cada punto hacia el valor de dicha función. 

2°. La función examinada en el ejemplo 4 § 2 (lig. 361), satisface 
a las condiciones (1) y (2) en los puntos ±n., ±3n, ±5n. En todos 
estos puntos esta función es derivable y se representa por una serie 
de Fourier en cada punto. 
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3°. La función examinada en el ejemplo 1 § 2 (fig. 357) es dis
continua en los puntos ±n, ±3n, ±Sn. En todos los demás puntos 
esta función es derivable. Por consiguiente, en todos los puntos, 
excepto los puntos de discontinuidad, la serie de Fourier, que 
le corresponde, converge hacia el valor de la función en los puntos 
correspondientes. En los puntos de discontinuidad la suma de la 
serie de Fouder es igual a l medio aritmético de los valores limites 
de la función a la derecha y a la izquierda, en el caso dado la suma 
es igual a cero. 

§ tt. ANALISIS ARl'tfONICO PRACTICO 

La teoría del desarrollo de las funciones en series de Fourier 
se llama análisis ann6nico. Hagamos ahora algunas observaciones 
acerca del cálculo aproximado de los coeficientes de la serie de 
Fourier, es decir, respecto el análisis armónico práctico. 

Como es sabido, los coeficientes de Fourier de la función 1 (:.r:} 
de período 2n se determinan por las fórmulas 

:t n 

a0 = ~ 1 f (x} d:.r:; a,. = ~ 1 1 (:.r:) cos k:.r: d:.r:; 
- :t - n 

n 

b" = ~ ~ 1 (:.r:) sen k:.r: d:.r:. 
-:t 

En muchos casos de la práctica In función 1 (x} se da o bien en forma 
de tabla (cuando la dependencia funcional se obtiene como el resul
tado de un experimento), o bien en forma de una curva trazada por 
cierto aparato. En estos casos el cálculo de los coeficientes de Fourier 
se realiza mediant·e los métodos aproximados de integración (véase 
§ 8, cap. X I , tomo 1). 

Analicemos el intervalo -n ~ :.r: ~ n de longitud 2n. Se puede 
logrado con la elección correspondiente de la escala en el eje O:.r:. 

Dividamos el intervalo [ - n, ni en n partes iguales por los puntos 

:.r:0 = - n, x., x 2 , ••• , :.r:, = n . 

En este caso la longitud de un segmento parcial será igual a 
2n 

.1-:.r:=- . 
n 

Designemos los valores de la función 1 (:.r:} en los puntos :.r:0 , x" 
:.r:2 , ••• , :.r:,, respectivamente, por 

Yo• Y~> Y2• · · ·, Yn · 
23• 
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Determinamos estos valores o bien por l a tabla, o bien por la gráfica 
de la función dada, midiendo las ordenadas correspondientes. 

Entonces, utilizando, por ejemplo, la fórmula de rectángulos 
(véase la fórmula (1) § 8, cap. XI, tomo I) , determinamos los coefi
cientes de Fourior: 

n n n 

ao=! ~ y¡, a~=! ~ y,cosk:r,, bll =! ~ y¡ sen/ex¡. 
1-=t l:=t , _ . 

Existen esquemas elaborados para simplificar el cálculo de los 
coeficientes de Fourier. No podemos detenernos aquí en los detalles, 
pero notemos que existen aparatos {así llamados analizadores 
armónicos) que según la gráfica de la funció n dada, permiten cal
cular los valores aproximados de los coeficientes de Fourier. 

§ 12. INTEGRAL DE FOURIER 

Sea la función f (:r) definida en el intervalo infinito (- oo, oo) 
y absolutamente integrable en éste, es decir, existe la integral 

ce 

S lf(x)l d:t: = Q. (1) 

Sea también la función f (x) tal , que se desarrolla en una serie 
de Fourier en todo intervalo (-l, + l): 

!lo ~ kn kn f (x) = - + ak cos- x + b11 sen - x, 
2 l l 

(2) 

donde 
11=1 

1 1 

ah=+ i /(t)eos k; t dt, bk =+ 1 f (t) son k; dt. (3) 
-1 -1 

Poniendo en la serie (2) las expresiones de los coeficientes ak y b"' 
de las fórmulas (3), se puede escribir: 

1 r 1 ~ ( r kn ) kn 
1 (:r) = 2l J f (t) dt + l Ll j f (t) cos l t dt cos T X+ 

- 1 k = ! - 1 

( r kn ) kn 1 r + j /(t)sen-¡ tdt sen¡::r=u J f(t)dt+ 
- 1 -1 

1 ~ce r' [ kn 1m kn kn J +- f(t) cos-tcos-x+sen - tsen-x dt 
1 l l l l 

~-· - 1 
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ó 
1 00 l 

1 (.x) = - 1- r 1 (t) dt + .!_ ~ r 1 (t) cos kn (t - .x) dt. (4) 
2l J l L.¡ J l 

-1 h~t· -¡ 

Analicemos el problema de qué forma tome el desarrollo (4) durante 
el paso al limite, cuando l-+ oo. 

Introduzcamos las siguientes designaciones: 

n 2n kn n a1=-, a2=-, ... , a,.=-, ... y i1a,.=-.' (5) 
l l l l 

Sustituyéndolas en (4), obtenemos: 
1 00 1 

f (x) = ;l J 1 (t) dt + ~ ~ ( J f (t) cosa,. (t- x) dt) lla,.. (6) 
-1 k=t -1 

Cuando l-+ oo, el primer término del segundo miembro tiende a cero. 
En efecto, 

. 1 1 00 

1
-

1
- r 1 <t> dtl -< -1

- r 1 t<t>, dt< -
1
- r lt<t> 1 dt= -

1
- Q-o. 

2l J 2l J 2l J 2l 
-1 - 1 -oo 

Para cua1quier l fijado la expresión entre paréntesis es una fun-

ción de a,. (véanse las fórmulas (5)) que toma los valores desde ~ 
hasta oo. Indiquemos sin demostración que si la función f (x) es 
monótona por trozos en cada intervalo finito, acotada en el intervalo 
infinito y satisface a la condición (1), entonces, cuando l-+ oo. 
la fórmula (6) toma la forma: 

00 

1 (x) = ~ J ( J f (t) cosa (t - x) dt) da. (7) 
O -oo 

La expresión del segundo miembro se llama integral de Fourier para 
la función f (x). La igualdad (7) tiene lugar para todos los puntos 
donde la función es continua. En los puntos de discontinuidad se 
c11mple la igualdad 

: ~ ( i f(t) coso: (t - x) dt) dx = f (x + O) i f(x - O)_ (7') 

O -oo 

Transformemos la integral del segundo miembro de la igualdad 
(7), desarrollando la expresión cos a (t - x): 

cos a (t - x) = cos at cos ax + sen at sen ax. 
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Poniendo esta expresión en la fórmula (7) y sacando cos ax y sen ax 
fuera de los signos de integrales, en las que integramos respecto a la 
variable t, obtenemos: 

00 00 

1 (x) = ~ ~ ( ~ 1 (t) cos at dt) cos ax da + 
O - oo 

.,. 00 

+ ~ r ( r f (t) sen at dt ) sen ax da. (8) 
O -oo 

Cada una de las integrales respecto a t, que se hallan entre parénte
sis, existe, puesto que la función f (t) es absolutamente integrable 
en el intervalo (-a:>, oo), y por consiguiente, son absolutamente 
integrables t ambién las funciones f (t) cos at y f (t) sen at. 

Examinemos los casos particulares de la fórmula (8). 
1. Sea 1 (x) par. En este caso f (t) cos a.t es una función par 

y 1 (t) sen at es impar y obtenemos: 
00 

S 1 (t) cos a.t dt = 2 ! 1 (t) cos at dt, 
o 

00 

~ 1 (t) sen a.t dt =O. 
-oo 

En este caso la fórmula (8) toma la forma: .. "" 
f (x) = ! ~ ( ~ 1 (t) cos a.t dt) cos a.x da. (9) 

/) /) 

2. Sea f (x) impar. Analizando el carácter de las integrales en la 
fórmula (8}, en este caso, obtenemos: 

00 00 

f (:r:) = ~ ) ( J f (t) sen a.t dt ) sen ax da. (10) 
o o 

Si la función 1 (x) esta definida sólo en el intervalo (0, oo), pode
mos representarla, para x > O, tanto por la fórmula (9), como por 
(10). En el primer caso la definimos adicionalmente en el intervalo 
( - oo , 0) de modo par, y en el segundo caso, de modo impar. 

Notemos una vez más que en los puntos de discontinuidad, en 
vez de la expresión f (x) en los primeros miembros de las igualdades 
(9) y (10) conviene escribir la expresión 

1 (x + 0) + / (x -O) 

2 
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Regl'esemos a la fórmula (8). Las integrales comprendidas entre 
paréntesis son funciones de a. Introduzcamos las designaciones: 

00 

A (tt) = ~ 1 f (t) cos ttt dt, 

00 

B (tt) = .!_ f f (t) sen ttt dt. 
1t J o 

Entonces, podemos escribir la fórmula (8) asi: 

f (x) = f lA (tt) cos ax + B (tt) sen ttx] do:. (1.1) 
o 

Se dice que la fórmula (11) da el desarrollo de la función f (x) eu 
armónicas con frecuencia a que varia continuamente desde O hasta 
oo. La ley de distribución de las amplitudes y de las fases iniciales 
en función de la frecuencia a es expresada mediante las funciones 
A (a) y B (a). Regresemos a la fórmula (9). Pongamos: 

F (tt) = ~ r f (t) cos ttt dt. (12) 

o 
entonces, la fórmu la (9) toma la fórma: 

1 (x) = V! r F (tt) cos ttX do:. (13) 

o 
La función F (a) se llama transformación coseno de Fourier para la 
función f (x). 

Si en la igualdad (12) consideramos F (a) como una función dada 
y 1 (t), como desconocida, entonces esta igualdad es la ec!wci6n 
integral para la función f (t) . La fórmula (13) da la solución de esta 
ecuación. 

Basándonos en l a fórmula (10) podemos escribir las siguientes 
igualdades: 

<D (tt) = V! J f (t) sen ttt dt, (14) 

o 

f (x) = ~ 1 <!> (tt) sen ttx da.. (15) 

o 
La función <!> (a) se llama transformación seno de Fourier. 
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Ejemplo. Sea 
f(x)=e-llx (~>0, x:;;.-0). 

Segtín la fórmula (12) determinamos la transformación coseno do 
Fourier : 

F (a.) = y!"¿ K e-llt cos a.t dt =V! flZ~a2 · 
o 

Sogún la fórmula (14) determinamos la transformación :;ono de Fourier: 

<1> (o:) = • / 2 f e-llt sen a.tdt= .. / 2 ~i. 
V n ·' V n p" + a. o 

Según la:; fórmulas (13) y (15) hallamos las correlaciones mútuas: 

2nfl r cosa:& d -f!x 
j fl2+o:2 CL =e 
o 

"" 
]1.

2 (' a sen a.x d -IJ:r 
.) fl2 -j- aZ a. = e 
o 

§ 13. l NTEGRAL DE FOURlER EN FORMA CO~fPLEIA 

Si on la integral de Fourier (fórmula (7) § 12) está entre paJ·én
tesis la función par de a, por consiguiente, ésta está definida t am
bién para Jos valores negativos de a. De esto se deduce que podemos 
escribir la fórmu la (7) en la forma: 

f (x) = 2~ f ( f 1 (t) cosa (t- x) dt) da.. (1) 

Examinemos ahora la siguiente expresión que es idénticamente 
igual .a cero: 

M 

l ( S 1 (t) sen a. (t- x) dt) da. = O. 
- M -oo 

La expresión del primer miembro es idénticamente igual a cero, 
puesto que la función de a entre paréntesis -es una función impar 
y la integral de una función impar dentro de los límites de -M 
a +M es igual a cero. Es evidente que 

M oo 

ó 

1ím S { S 1 (t) sen a. (t - x) dt) d.a. =O 
M-oo -.~ -oo 

00 

S (S fit) seo a. (t- r) dt )da= O. 
-co -oo 

(2) 
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Observación. Aqui es necesario ex¡rlicar la siguielllte circuns
tancia. Una integral convergente con limites infinitos se dete.r
:mina así: 

oo e oo 

S «p <a> da= S cp <a> da+ ~ «p <a> c1a = 
-~ -~ e 

e M 

= lim ~ «p (a) da+ lim ~ q¡{a) da ( ) 
.¡\1-+oo - M M-0() e 

a condición de que exista cada uno de los limites del segundo miem
bro (véase § 7, cap. XI, tomo 1). Pero, en la igualdad (2) hemos 
escrito: 

M 

S <p (a) da. = lím i «p (a) da. (*> 
-co M-eo-M 

Es evidente que puede ocurrir que el límite ("'*) existe, pero no 
existen los limites del segundo miembro de la igualdad (*). La 
expresión del segundo miembro de la igualdad (**), se llama valor 
principal de la integral. Pues, en la igualdad (2) se estudia el valor 
principal de la integral i mpropia (exterior). En el mismo sentido 
serán escritas también las integrales posteriores de este párrafo. 

Al multiplicar los términos de la igualdad (2) por 2~ y sumar 
con los miembros correspondieutes de la igualdad (1 ), obtenemos: 

00 00 

1 (x) = ;1t J [ J f (t)(cos a (t - x) + i sen a (t- x)) dt J da 
-oo -oo 

ó 
"" 

f (x) = 2~ J [ J f (t) ela<t-x) dt J da. (3) 

Esta es precisamente la integral de Fourier en forma compleja. 
Podemos escribir la fórm\lla (3) en la forma siguiente: 

"" 
f (z) = 

1 J ( 1 J 1 (t) e1
"'

1 dt) e-!ax det. 
V2n _

00 
V2n -«> 

En virtud de la última igualdad, tenemos: 
00 

• 1 r iat 
F (a)=--= J 1 (t) .e dt, 

V2n -coo 

... 
f (x) = 1 1 F* (a) e-tax da. 

V2n _
00 

(5) 
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La fu nción F* (a), determinada por la fórmula (4), se llama 
transformaci6n de Fourier para la función f (x). La función f (x), 
determinada por la fórmula (5}, se llama transformación inversa 
de Fourier para la función F• (a) (las transformaciones difieren 
por el signo de i). 

Ejercicios para el capítulo XVII 

1. Desarrollar en una serio de Fourier en Cll intervalo ( -n, n)· Ja función 

1 (:r) = 2:r para O "" :r ~ :n:, 

Rupuuto.: 
1 (:r) = z para -n < z <. O. 

_! _.!_ {~+cos3:r+cos5z+ ) + 3 ( sen:r _seu2z+~- ) 
4 n n 1 2 32 52 • • · 1 2 3 • • • · 

2. Utilizando el desarrollo de la función /(:z:)=i en 1'1 intervalo (0, n) 
1 1 1 

en senos de arcos múltiple~, calcular la suma de la serie 1 - 3 +5 - 7 + o. o 

n 
Rupuetta: 4 o 

3. Aplicando el desarrollo en una serie de Fourier de ' 1 Canción f (z) = z2, 
o 1 1 1 1 

calcular la s uma de la ser•o "'1i'-F+ 32-4i'+ .. · 
,n2 

Rerp~U~sta: 1'2 . 
nt z2 

4. Desarrollar la función /(:r) = T:f - T en una serie de Fourier en el 

intervalo ( - n, n). 
Rtlpuetto.: 

cos 2:r + eos 3z cos 4 . .c + 
eos:-22 ~-~ ... 

5. Desarrollar en una serie de Fourier en el intervalo (-n, n) la función 

/(:>:)=- (n + :r) para -n~:z:<O, 
2 

O ~ z<.n.o 

Rerpue11a: 

6. Desarrollar en U:na serie de Fourier en el intervalo ( - n, n) la 

f(:r)=-:r para -n<z~O, 

Rtlpue~to.: 
f(:z:)=O para O< :r~n. 

función 
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7. Desarrollar en una seríe de Fourier en el intervalo ( -n, n) la función 

f(x) = t para -n<x-<0, 
f(x) = -2 para O< x<n. 

R espuesta: 
00 

_ _!_
2 

_ n6 ""' sen (2n+1.) x 
kJ 2n + t 

11 =0 

8. Desarrollar la función f (x) = :r2. en el intervalo (0, n) en una serie 
de senos. 

Respuesta: 
00 

: ""' (-t)n+t {~ ..!....2_ [(-1)"-1]} SellTIX. 
" k.J " • n3 

n = l 

9. Desarrollar la funci ón y = cos 2x en el intervalo (0, :n) en un u serie 
de senos. 

Respuesta: 

_ _i_ [ sen x + 3 sen 3x + 5 sen 5x + J 
:n 22-1 22-32 22 - 52 . . . . 

10. Desarrollar la función y= sen x en el intervalo (0, n) en una serie de 
cosenos. 

Respuesta: 

_i_ [.!.+ cos 2x + cos 4x -1- ] 
n 2 1-22 1 - 42 ··· · 

11. Desarrollar en una serie de Fourier la función y = e" en el intervalo 
(-1, l). 

Respuesta: 

12. Desarrollar la función f (x) = 2x en una serie de senos en el inter
valo (0, 1). 

Respuesta: 

n c:t 

cos 2nnx 
n 

13. Desarrollar en una serie de senos la función 1 (x) = x en el inter
valo (0, 1). 

Resprtesta: 

nnx 
sen--

~ ~ ( - t)"+l __ n_z_. 
n = 1 



364 Ser~l lk Four~r 

14. Desarrollar la función 

{ 
:r para O< :r < t, 

1 (:r) = 2-:r para t < :r < 2 

en el intervalo (0, 2}: a) en una serie de senos; 
b) en uoa serie de cosenos; 

Re1pwma: 

00 
(2n+t)nz 

8 sen 2 
a) 'ñi" ~ (-i)" (2n+1)' 

n-o 
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ECUACIONES DE LA FISICA MATEMATICA 

§ t. TIPOS FUNDAMENTALES DE LAS ECUACIONES 
DE LA FISICA MATEMATICA 

Se llaman ecuaciones fundamentales de la física matemática 
(para el caso de unas funciones de dos v81'iables independientes) 
a las siguientes ecuaciones diferenciales con derivadas parciales 
de segundo orden. 

l. Ecuación de onda: 

rfu 2¡fu --=a--. ot2 a:J! 
(1.) 

A la necesidad de analizar esta ecuación conduce el examen de 
los procesos de vibra~iones transversales de una cuerda, vibraciones 
longitudinales del vástago, oscilaciones eléctricas en un conductor, 
oscilaciones torsionales de un árbol, oscilaciones de un gas, etc. 
Esta ecuación es la más sencilla de tipo hiperb6lico. 

II. Ecuación de couducci6n de calor o ecuación de Fourier: 

ou 2 flu --a.--ot - az2 • 
(2) 

A la necesidad de analizar esta ecuación conduce el examen de 
los procesos de propagación de calor, filtración de líquido y gas en 
un medio poroso (por ejemplo, filtración de petróleo y gas en are
niscos subtenáneos) , algunos problemas de la teoría de probabili
dades, etc. Esta ecuación es la más sencilla de tipo parab6lico. 

III . Ecuación de Laplace: 

flu + flu =O. 
a:J! al (3) 
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151 examen de los problemas sobre campos el éctricos y magné, 
Ucos, sobre el esta do térmico esLadonal'io, problemas de Ja hidro~ 
dinámica , difusión, etc. , plantea la necesidad de analizar esta 
ecuación . Esta ectHlCión es la más sencilla de tipo elíptico. 

En las rcuaciones (1) , (2) y (3) la función desconocida u depende 
de dos variables. Se estudia n también las ecuaciones correspondien
t es para unas funciones con mayor número de variables. Así, la 
ecuación de onda co n tres variables independicules tiene la for ma: 

ffu _a~ (ffu + aZu) (1') 
a ¿2 - ax2 a.rl , 

la ecuación de conducción de calor con tres variables independ ientes 
tiene la forma: 

!!!:.._ = a'- ( éAt + ifu) 
at ax2 al ' (2') 

la ecuacióu de Laplace con ltes variables independiente tiene la 
forma: 

§ 2. "ECVACION DE OSClLACJONES DE VNA CUERDA. 
FORMULACION DEL l'ROBLEMA CON VALORES DE CONTORNO. 

ECUACIONES DE OSCILACIONES ELECTRICAS 
EN LOS CONDUCTORES 

(3') 

En la fisi ca matemática bajo el término de cuerda se entiende 
un hilo flexible y elástico. Las tensiones que surgen en la cuerda en 
cualquier momento, están dirigidas por la tangente a su perfil. 
Supongamos qu e en el momento inicial la cuerda de longitud l está 
dirigida a lo largo del segmento del eje Ox desde O basta l. Supon
gamos también que los extremos de la cuerda están fijados en los 
puntos x = O y x = l. Si desviamos la cuerda de su posición inicial 
y luego la dejamos en libertad, o bien, sin desviar la cuerda, si 
damos en el momento inicial a sus puntos cierta velocidad , o si 
desviamos la cuerda y damos a sus puntos cierta velocidad entonces 
los puntos de la cuerda comienzan a realizar unos movimientos y se 
dice que la cuerda comienza a vibrar. El problema consiste en la 
determinación de la forma de l a cuerda en cualquier momento y en 
la determinación de la ley de movimiento de cada punto de la cuerda 
en función del tiempo. 

Analicemos pequeñas desviaciones de Jos puntos de la cuerda 
a partir de la posición inicial. Por tanto, se puede suponer que el 
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movimiento de los puntos de la cuet·da se efectúa perpendicularmente 
al eje Ox y en un mismo plano. Bajo esta suposición el proceso de 
osci lación de la cuerda se describe por una función u (x, t), que da 
la magnitud de desplazamiento de un punto de la cuerda de abscisa x 
en el momento t (fig. 371). 

Puesto que examinamos pequeñas desviaciones de la cuerda 
en el plano (x , u), supongamos que la longitud del elemento de la 

" 

t .Z" 

f' ig. 371 

cuerda .._. M 1M 2 es igual a su proyección sobre el eje Ox, o sea *), 
.._. M,M2 = x2 - x 1• Supongamos también que la t ensión es igual 
en todos los puntos do la cuerda; designemos esta tensión por T. 

" 

Fig. 972 

Analicemos el elemento de la cuerda M M' (fig. 372). En los 
extremos de este elemento actúan las fuerzas T dirigidas por las 
tangentes a la cuerda. Supongamos que las tangentes forman con 
el eje Ox los ángulos q> y q> + óq¡. Entonces, la proyección sobre 
el eje Ou de las fuerzas que actúan so bre el elemento M M' será 
igual a Tsen (q> + óq¡) - Tsen q¡. Puesto que el ángulo q> es peque-

• ) Esta suposición equivale al desprcciamiento de la magnitud 
comparación con 1. En efecto, 

Xt %2 X2 

.. 
u x en 

~M1Mz= ~ Vt+ u~1 dx= ~ (t + ~ u~1 - .•• ) dz:::: ~ dz = x 2-z1. 

~~ %t %J 
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ño, podemos poner tg <p ~ sen q>, entonces tenemos: 

T sen (q¡ + óq¡) - T sen q¡ ~ 

T t ( + A } T t T [au (x+ d X, t) au (x, t}] :::::::; g <p u<p - g q¡ = - = 
OX ÓX 

_ 1 ciu(x+9óx, t),. ~ T ifu(x, y),. 
- i}:¡f uX /"V o:r? uX, 

0<9<1 
(aquí hemos utilizado el teorema de Lagrange para la expresión 
comprendida entre corchetes). 

Para obtener la ecuación del movimiento, hay que igualar las 
fuerzas exteriores, aplicadas a) elemento, a la fuerza de inercia. 
Sea p la densidad lineal de la cuerda. Entonces la masa del elemento 

de la cuerda será póx. La aceleración del elemento es igual a ::~L . 
Por consiguiente, según el principio de d'Alembert, tenemos: 

ifu ifu 
póx af = T o:?- 6x. 

Reduciendo por óx y designando por T = a\ otenemos la ecuación 
p 

del movimiento 

Esta es la ecuaci6n de onda, o sea, ecuación de vib!'ación de la cuerda. 
Para l a determinación completa del movimiento de la cuerda la 
ecuación (1) es insuficíente. La función desconocida u (x, t) debe 
satisfacer además a las condiciones de contorno que indican lo que 
se hace en los extremos de la cuerda (x = O y x = l), y a las con
diciones iniciales qne describen el estado de la cuerda en el momento 
inicial (t = 0). El conjunto de las condiciones de contotno e inicia
les se llama condiciones con valores de contorno. 

Sean, por ejemplo, como hemos supuesto, fijos los exLremos de 
la cuerda para x = O y x = l. Entonces, para todo t han de cum
plirse las igualdades: 

u (0, t) =O, 
u (l, t) = O. 

(2') 
(2") 

Estas igualdades son las condiciones de contorno para nuestro pro
blema. 
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En el momento inici al t = O la cuerda tiene una forma determi
nada que l e hemos atribujdo. Sea esta forma determinada por la 
función f (x). De este modo, debe ser 

u(x, O)=ult=~=f(x). (3') 
Luego , en el momento inicial ha de ser dada la velocidad en cada 
punto de la cuerda que se determina por la función <p (x). De este 
modo, debe ser 

OU 1 =Ql(X). ot l~o 
(3") 

Las ~ondiciones (3') y (3") son las condiciones iniciales. 

Observación. En particular, puede ser f (x) = O ó <p (x) = O. 
Pero, si f (x) = O y <p (x) = O, entonces la cuerda está en reposo, 
por con:üguiente, u (x, t) = O. 

Como hemos indicado arriba, a la ecuación (1) conduce también 
el pr·ob lema de las oscilaciones eléctricas en los conductores. Demos
t remos esto. La corriente eléctr ica en el conductor se caracteriza 
por la mAgnitud i (x . t) y la tensión v (x, t) que dependen de la coor
denada :z: del punto del conductor, y del tiempo t. Examimmdo el 
elemento del conductor tl:t, podemos escribir qne la caída de ten-

sión en el elemento flx es igual a v (x, t) - v (x + flx, t)~ ;; flx. 

Esta caída de tensión se compone de la óhmica, igual a iR/:J.x, e 
· d · · 1 oi L D. m uctt va, tgua a ot x. 

Pues, 

av . at 
- - /l.'!:= tR .1x + - LD.x, 

f)x at (4) 

donde R y L son resisten~ia y coeficiente de autoindncción calcu
lados pot· una unidad de longitud del conductor. El signo de menos 
se tomA porque la corriente fluye en direce·ión inversa al incremento 
de u. R~duciendo por 6.x, ohtenemos la ecuación 

o u + íR + L oi =o. 
ox in 

Luego, la diferencia entre la corriente que sale del elemento 
y la corriente que entra en éste por el ti empo flt, s~rá: 

Z4- 53S 

{Jl 
t (:r:, t) - i (x + ó.x, t) ~-- .1x/:J.t. 

ox 

(5) 

D.x 
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Una parte de esta diferencia se gasta para cargar elemento y es 

igual a e llx ~; !lt; la otra parle se gasta en forma de fuga a tra

vés de la superficie lateral del conductor debido a la imperfe~ión 
del. aislamiento y es igual a At; flxÓt (aquí, A e:s el coeficiente 
de f uga). JguaJando e.stas expresiones y red ur.iondo por !J.x !J.t, oh te
nemos la ecuación 

at + e av + A u= o. 
(}x ()t 

(o) 

Las ecuaciones (5) y (6) suclmÍ llamarsl3 ecuaciones telegráficas. 
Del sistema de ecuaciones (5) y (u) se puedt3 obtener la ecuación 

que contieue solamente la func.ión desconocida i (x, t) y la ecuación 
que contiene solamente la función dnsconocida v (x, t). Derivemos 
los términos de la ecuación (6) rJ~>pccto a x y los t érrylinos tle la 
ecuación (5), respecto a t, y mu ltipliquémoslos por C. Después 
d l~ l a sustracción obtenemos: 

o z•i + A .!!!_ - CR -~i_ fii - CL - 2 =0. 
(}x~ i}x éJx at 

.p · d l 'l · ·' 1 · ' fJv d 1 · • (5) omen o en a u t1ma ecuacwn a CXJliesl'.lu -¡¡¡ e a ccuac10n . , 

teuemos: 

02
¿ +A ( -iR -L éJi ) -CR ~:!:_-CL 02i =0 

i)~ ()t (J;:: iJt" 

ó 

(7) 

De modo análogo se obtiene la ecuación para la determinación 
de v (x, t): 

ifu =.CL ffv + (CR +AL) j_!!_ + ARv. 
a:1l aP at 

(8) 

Si se puede despreciar la fuga a través del aislamiento (A = O) 
y l a resistenci a (R = 0), las ecuaciones (7) y (8) pasan en las ecua
ciones de onda: 
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donde está designado: a2 = C
1
L • Partiendo de las condiciones fisi

cas, se formulan las condiciones de contorno e iniciales del pro
blema. 

§ 3. SOLUCION DE LA ECUACION 
DE VIBRACIONES DE UNA CUERDA 

POU EL METODO DE SEPARACION 
DE LAS VARIABLES (PtlETODO DE FOURffiR) 

El método de separación de las variables (o método de Fourier) 
que examinemos ahora, es típico para la solución de numerosos 
problemas de la física matemática. Supongamos que se requiere 
h allar la solución de la ecuación 

ffu 2 ffu --- a--
{}t2 - &x2 ' 

(1) 

que satisface a las condiciones con valores de contorno siguientes: 

u (0, t) =Ü, (2) 

u(l, t)=O, (3) 
u (x, O)= f (x), (4) 

iJu 1 - =cp(.x). 
{Jt t=O 

(5) 

Busquemos la solución particular de la ecuación (1) (que oo es 
igual idénticamente a cero) que satisface a las condiciones de con
torno (2) y (3) en forma de un producto de dos funciones X (x) y T (t) 
de las cuales la primera depende solamente de x, y la segun da, sola
mente de t: 

u (x, t) = X (x) T (t). (6) 
Poniendo en la ecuación (1), obtPnemos: X (x) r (t) = a2XH (x) T (t) 
y, dividiendo Jos términos de la igualdad por a2X1', 

T" X" 
(7) 

En el primer miembro de esta igualdad se encuentra la función 
que no depende de x, en el segundo, la función que no depende de t. 
La igualdad (7) se verifica sólo en el caso eo que los miembros 
primero y segundo no dependen ni .de x, ni de t, es decir, son iguales 
a un número constante. Designárnoslo por - A., donde A. > O (luego 

24• 
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examinemos también el caso de 1.. < 0). Pues, 

T" X" 
-=-=-1... 
a2T X 

De estas ig11alrlades obt.Jnemos dos ecuaciones: 

x· + A.X = o. 
T" + a2A.T = O. 

(8) 
(9) 

Las solucionrs g¡•nerales de estas ecuaciones srrán: (véase 
cap. XTIT , § 21): 

X (x) = A cos V~x + 8 son V~x. 
T (x) =Ccos a Vit + D sen a V~t. 

donde A, 8, C, D son constantes nrhitrarias. 

(10) 

(11) 

Sustituyendo las expresiones X (x) y T (t) en la igualdad (G), 
obtenemos: 

u (x, t) =(A cos V~x + B sen V~x) (C cosa Vit + D sena Vit). 
Escojamos ahora las constantes A y B de modo quo se cumplull las 
condiciones (2) y (:1). Puesto que T (t) rp O (en caso contrario 
u (x, t) =: O lo que contradice a la coudición plnnteadn) la función 
X (x) debe satisfacer a las condicioMs (2) y (3), es decir, hn de ser 
X (0) = O, X (l) =- O. Poniendo Jos valores x = O y x = l en la 
igualdad (10}, en virtud de (2} y (3) obtenemos: 

0 = A ·1 + B·O, 

O::-"" A cosV~l + IJ son Vil=O. 
De la primera ecuación hallamos que A = O. De la segunda obte-
nemos: 

B sen Vil = 0. 
B =F O, puesto que en caso contrario serí.1 X :;: O y u =:: O, lo que 
contradice a la condición. Por ~;onsis;uieote. debe ser: 

de donde 
sen Vil =O, 

V~ =~ 
l 

(n = 1, 2, ... ) (12) 

(no tomamos el valor n = O, puesto que en este caso scr\n X =:: O 
y u = 0) . Pues, hemos obtenido 

X=Bscn~ :r. 
i 

(13) 
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Los valores hal1ados de A. se llaman p'ropios para el problema dado 
cou valores de contorno. Las funciones X (x), que les corresponden, 
se llaman funciones propias. 

Observación. Si tomamos en vez de - A. la expresión + A. = k'-, 
entonces la ecuación (8} adquiere la forma: 

X"- k"X = O. 
La solnción general de esta ecuación: 

X= A i"' +Be-"". 

La solución en semejante forma que difiere de cero no puede satis~ 
facer a las condiciones de contorno (2) y (3). 

Sabiendo Vi' y aprovechando la igualdad (11) podernos escribir: 

ann an.n 
T(t)=Ccos - t + Dsen - t (n=1, 2, ... ). (14) 

l l 

Para cada valor de n, por consiguiente, pora cada A., ponemos 
las expresiones (13) y (14) en la igualdad (6) y obtenemos la solu~ 
ción de la ecuación (1} que satisface a las condiciones de contorno 
(2) y (3}. Designtlmos esta solución con u.,. (x, t}: 

nn ( ann an.n ) 
Un (x, t) = scn - x Cn cos- t + Dn sen- t . 

l l l 
(15) 

Para cada valor den podemos tomar sus constantes C y D, y por eso 
escribimos Cn y Dn (la constante B está incluida en Cn y Dn). Puesto 
que la ecuación (1) es lineal y homogénea, entonces la suma de solu~ 
ciones también es nna solución, y por eso la función representada 
por la serie 

00 

u (x, t) = ~ Un (x, t) 
n = l 

6 

"" 
"" ( ann ann ) nn u(x, t)= ~ C"cos - l - t+Dnsen-l-t sen-¡x, (16) 

n = t 

también será la solución de la ecuación diferencial (1) que satisfa~ 
cern a las condiciones de contorno (2) y (3). Es evidente, que la 
serie (16) .~erá la solución de la ecuación (1) solamente en el caso 
en que los coeficientes Cn y Dn son tales que esta serie converge 
y convergen las series que se obtienen después de la dArivación doble 
térruino a término respecto a x y a t. 
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La solución (16) debe, además, satis facer a las condiciones ini
ciales (~) y (5). Logremos esto, elig it'ndo las constantes e,. y D,. . 
Poniendo en la igualdad (16) t "'' O, obtenemos (véase la condicd>n 
(4)): 

00 

j (x) =~ e,. ~('O 11
; .r. ( 1 í) 

Si la función f (x) es Lal que en el in tervalo (0, l) podemos desarro
llarla en la serie de Fourier (véase§ 1, cap. XVII ), entonces se cum
ple la condición (17), si ponemos 

1 

en=~ f /{x) scn ~ xdx. 
l J l 

(18) 

o 

Luego, derivamos los términos de la igualdad {16) respecto a t y po
nemos t = O. De la condición {5) se obtiene la igualdad 

00 

~ an1t nn 
q>(x)= Dn -sen-x. 

l l 
n=t 

Determinemos los coeficientes de Fourier de esta serie: 
1 

tum 2 i 1n t D,.-=- q>(x)sen - xdx 
l l l 

o 

ó 
1 

2 f n:n. Dn = - q>(x) son-xdx. 
ann l 

(19) 

C) 

Pues, hemos demostrado que si la serie (16), donde los coefi
cientes C,. y D,. están determinados según las fórmulas (18) y (19), 
permite la derivación doble término a término, entonces, esta serie 
representa l'a función tt (x, t) que es la solución de la ecuación (1) 
y satisface a las condiciones de contorno e iniciales (2) - (5). 

Observación. Al resolver el problema examinado para la ecua
ción de onda mediante otro procedimiento, se puede demostrar 
que la serie (16) representa la solución, también, en el caso en que 
es~a serie no permite la derivación término a t érmino. Aquí, la 
funClón f (x) .debe ser dos veces derivable y q> (.x}, una vez derivable. 
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§ 4. ECUACJON DE PROPAGAClON DEL CALOR EN UN VASTAGO. 

PLANTEO DEL PROBLEMA CON VAJ..OHES DE CONTOHNO 

Examinemos un vástago homogéneo de longitud l. Supongamos 
que la superficie lateral del vástago no conduce el calor y que la 
temperatura es igual en todos los puntos de la sección transversal 
del vástago. Estudiemos el proceso do difusión del calor en el 
vástago. 

DispongaAlOS el eje Ox de modo que un flxtromo del vástago 
coincida con el punto x = O, y el otro, con el punto x = l (fig. 373). 

o l 

Fig. 373 

Sea u (x, t) la temperatura en la sección de !vástago con abscisa x 
en el momento t. Experimeotalmeoto está establecido que la velo
cidad de difusión del calor, es decir, la cantidad del calor que fluye 
u tr·avés de la sección de abscisa x por la unidad de tiempo, se deter
mina por la fórmula: 

(1) 

doudc S es el área de la sección del vástago examinado y k es el 
coeficiente de conductibilidad térmica •). 

Analicemos uo elemenLo del vástago comprendido entre las 
secciones de abscisas x1 y x2 (x2 - x1 = óx). La cantidad del calor 
que pasa a traviÍs de la sección de abscisa Xs. durante el tiempo ót 
i'S igual a: 

(2) 

lo mismo tiene lugar para la sección de abscisa xz: 

(3) 

*) La velocidad de propa((ación del calor o velocidad del U u jo L6rruico so do
termina del modo siguiente: 

l ' llQ q- amM, 

donde llQ es la cantidad de calor que pasa por ln sección S eu el tiempo llt. 
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La afluencia del calor óQ1 - óQ2 en el elemento del vástago por 
el tiempo ót es igual a: 

óQ, - óQ~.=[-kéJn l Sót]-[-kéJu' Sót]~ 
éJx x-=.x, {)x x-x2 

/fu 
~k a:? t!.xS t!.t. (4) 

(Hemos aplicado el teorema de Lagrange pru:a la diferencia 

au' au' ) Fz x-x, - ():¡; x-x, • 

Esta afluencia del cal or por el tiempo ót se gastó para elevar la 
temperatura del elemento del vástago en una magnitud .t:.u: 

6 
t!.Q, - óQ2 = cpóxS óu 

iJu 
óQ1 - óQ2 ~ cpóxS- .t:.t, 

at 
(5) 

donde e es la capacidad calorHica de la sustancia del vástago, p es 
la densidad de la sustancia del vástago (póxS es la masa del ele
mento del vástago). 

Igualando las expresiones (4) y (5) "de la misma cantidad del 
calor óQ1 - t!.Q2 , obtenemos: 

k /fu óxS ót = cp.t:.xS.!!!:.... ót 
a:? at 

6 

au k ffu 
a¡= cp a:?· 

Designado ~ = a', obtenemos definitivamente: cp 

8u 2 lfu -=a--. 
at a:? 

(6) 

Esta es precisamente la ecuación de propagación del calor (ecuación 
de conducción del calor) en un vástago homogéneo. 

Para que sea bien determinada la solución de la ecuación (6), 
la función u (x, t) ha de satisfacer a las condiciones con valores de 
contorno que corresponden a las condiciones Hsicas del problema. 
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Las condiciones con valores.de contorno para resolver las ecuaciones 
(6) pueden ser diferentes. Las condiciones que corresponden al asi 
llamado primer problema con valores de contorno para O~ t ~ T, 
son siguientes: . 

u (x, 0) = q> (x), 
u ·(O, t) = '1'1 (t), 
u (l, t) = '1'2 (t). 

(7) 
(8) 
(9) 

La condición (7) (condicí6n tnicíal) físicamente corresponde al 
fenómeno siguiente: cuando t = O, en diferentes secciones del vás
tago está dada la temperatura igual a q> (x). Las condiciones (8) 
y (9) (condiciones de contorno) corresponden a que en los extremos 
del vástago, para x=O y x= l, se mantienen las temperaturas iguales 
a 'i's (t) y '1>2 (t), respectivamente. 

Se demuestra que la ecuación (6) tiene la única solución en el 
campo O~ x ~ l, O~ t ~ T, que satisface a las condiciones (7), 
(8), (9). 

§ 5. PROPAGACION DEL CALOR EN EL ESPACIO 

Examinemos el proceso de propagación del calor en el espacio tri
dimensional. Sea u (x, y, z, t) la temperatura en el punto de las 
coordenadas (x, y, z) en el momento t. Experimentalmente está 
establecido que la velocidad del flujo del calor a través del área 
As, es decir, la cantidad del calor que fluye por la unidad de tiempo, 
se determina por la fórmula (análoga a la fórmula (1) del párrafo 
anterior): . 

o u 
11Q= -k- As on • (1) 

donde k es el coeficiente de conductibilidad térmica del medio 
examinado que consideramos homogéneo e isotrópico, n es el vector 
unitario dirigido por la normal al área As en sentido de movimiento 
del calor. En virtud del§ 14 del cap. VIII, t. I , se puede escribir: 

au au au au 
on = ox cosa:+ i)y cos~ + oz cos ')', 

donde cos a, cos ~. cos 'l' son cosenos directores del vector n, o. 

au 
on =ngrad u. 

Poniendo la expresión :: en la fórmula (1) obtenemos: 

AQ = - kn grad u As. 
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La cantidad del calor que fluye por el tiempo 11t a trav~s del área 
/'!,.s es igual a 

11Q11t = - kn grad u /1tl1s. 
negresemos al problema planteado al principio del párrafo. 

En el medio c.onsiderado separemos un volumen pequeño V, limi
tado por la superficie S. La cantidad del calor que fh1ye a través 
de la superficie S será igual a 

Q = - 11t S S kn grad¡¿d,s, 
S 

(2) 

donde n es el vector unitario dirigido por la normal exterior a la su
perficie S. Es evidente que la fóromla (2) da la cantidad del calor que 
entra en el volumen V (o sale del volumen V) por el tiempo /!,.t . 
La canLidad del calor que entra en el volumen V sirve para aumentar 
la temperatura de la sustancia de este volumen . . 

Examinemos un volumen elemental 11u. Supongamos que por el 
tiempo D.t su temperatura haya aumentado en !lu. Es evidente que 
la cantidad del calor gastada para este aumento de la temperatura 
del elemento !lv es igual a 

(}¡¿ 
cllup!lu. ~ c!lvp- 11t, 

iJt 

-donde e es la capacidad calorífica de la sustancia, p es la densidad. 
La cantidad total del calor gastada para el aumento de la tempera
tura en el volumen V por el tiempo !lt será 

/'!,.t ~ 1 ~ cp ~~ du. 
V 

Pero esto es el calo1· que ha entrado en e l volumen V por el tiempo 
11t; está determinado por la fórmula (2) . De este modo, tiene lugar 
la igualdad 

M ~J /en grad u ás = !lt J r ~ cp ~; du. 

Reduciendo por M, ohtenemos: 

~ j kn grad u ds = ~ ~ ~ cp ~; du. (3) 
S V 

Transformamos según la fórmula de Ostrogradski (vtíase § 8, 
cap. XV) la integral de superficie que se encuentra en el primer 
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miembro de esta igualdad, poniendo F = k grad u: 

SS (kgradu)nds= ns div(kgradu}dv. 
8 V 

Sustituyendo la integral doble del primer miembro de la igualdad 
(3) por la integral triple, obtenemos: 

J J J div(kgr adu)dv= J J J cp ~; dv 
V V 

ó 

J J J [div(kgradu) -cp ~; J dv=O. (4) 
V 

Aplicando el teorema de la media para la integral t riple del 
primer miembro (véase § 12, cap. XIV), tenemos: 

[ div (k grad u) - cp ou J =O, (5) 
Ot x = :c 1, ycr:;u,. z-=z, 

donde el punto P (x, y, z) es cierto punto del volumen V. 
Puesto que podemos separar un volumen arbitrario V en el 

espacio tridimensional donde se propaga el calor, y puesto que supon
gamos que el integrando en la igualdad (4) es continuo, entonces 
la igualdad (5) se cumpla en todo punto del espacio. Pues, 

Pero 

cp [}u = div (k grad u). 
at 

éJu {}u {}u k grad u= k ax i +k {}y j + k oz k 

(véase § 14, cap. VIII, tomo I) y 

div (k grad u)= :x (k:)+ :y (k:)+ :z (k~~) 

(6) 

(véase § 9, cap. XV). Poniendo en la ecuación (6), obtenemos: 

e ou- a (k {}u) !!__ (k au) +~(k fJu) 
p at - {Jx {)x + ay ay (}z az • (7) 
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Si k es constante, entonces: 

div (k grad u)= kdiv (grad u)= k ( iiu + ifu + if~t) 
a:C a¡ oz2 ' 

y la ecuación (6) en este caso nos da: 

élu k ( &u &u ifu) 
epa¡= . a:r! +al+ iJz2 

La ecuación (8) se anota concisamente así: 

IJu • 
- =a"óu at · 

(8) 

a2u alu d2u 
donde óu = "'8Z"+avs+ oz'l es el operador de Laplace. La ecua-
ción (8) es precisamente la ecuación de co11ducci6n del calor en el 
espacio. Para hallar su solución única que satisface al problem.a 
planteado, hay que dar las condiciones con valores de contorno. 

Supongamos que tenemos un cuerpo Q cuya superficie es a. 
En este cuerpo se examina el proceso de propagación del calor. En el 
momento inicial la temperatura del cuerpo está dada, lo que co
rresponde a que es conocido el valor de la solución para t = O, o sea, 
la condici6n intcial: 

u (x, y, z, O) = q> (x, y, z). 

Además, debe ser conocida la temperatura en todo punto M de la 
superficie u del cuerpo en cualquier momento de tiempo t, es decir, 
la condición de contorno: 

u (M, t) = '1> (M, t). (10) 

(Son .posibles otras condiciones de contorno). 
Si la función desconocida u (x, y, z·, t) no depende de z, lo que 

corresponde a que la temperatura no depende de z, obtenemos la 
ecuación: 

(11) 
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es decir, la ecuaci6n de propagaci6n del calor en el plano. Si se 
analiza ln propagación del calor en un dominio plano D con iron
tern C, entonces las condiciones de contorno, análogamente a (9) y 
(10), so formulan tle modo siguiente: 

u (x, y, O) = <p (x, y) , 
u (M, t) = 'ljl (M, t}, 

donde cp y 'ljl son funciones dadas, M es el punto de la frontera C. 
Si la función u no depende de z, ni de y, obtenemos l a ecuación: 

f)z¿ 2 {fu 
--=a-

iJt a:r?-
que es la ecuaci6n de propagaci6n del calor en un vástago. 

§ 6. SOL UCION DE L PRTMER PROBLEMA 
CON VALORES DE CONTORNO 

PAR.\ J.A ECUACIO N DE CONDUCClON DEL CA LOR 
POR EL METODO DE DIFERENCIAS FINITAS 

I gual que en el caso de ecuaciones diferenciales ordinarill.'!, al 
resolver las ecuaciones con derivadas parciales por el método de 

n. . r.z;t~~, 

(:c-h,Jj (.z;JJ (.t:"ill, /1 

Q 

Ftg. 374 

diferencias finitas, las derivadas se sustituyen por diferencias co
rrespondientes (véase la fi g. 37t.) : 

iJu(x, t} u(x-f-h, t) -u(x, t) (i} 
iJx ~ h 

aZ-u (x, t } ~ ..:.. [u (x + h, t) - u (x, t) - u (x, t) - u (x - h. t>] 
ax2 h h h 

ó 
¡¡.,. (x. t) u (.:e + h, t) - 2u (x, t ) + u (x - h, t). (

2
) 

- a:l' ~ h2 ' 
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análogamente 

iJu (x, t) u (x , t + l) - u. (x, t) 
i)t ~ l . (3) 

El pL·imer problema con valores de contorno para la ecuación. de 
conducción del calor se formula (véase el § 4) de modo siguiente. 
Se requiere hallar la solución de la ecuación: 

iJu 2 ilu --a- (4} at - iJx2 ' 

que satisface a las cond iciones con valores de contorno: 

¡¿ (x, O) = q> (x), O ~ x ~ L, (5) 

u (0, t) = 1p1 (t), O ~ t ~ T, (6) 

u (l, t) = 'IJ2 ( t) , O -< t -< T, (7) 

es decir, se requiere hallar la solución u (x, t) en un rectángulo limi
tado por las rect.as t = O, x = O, x = L, t-< T, si son dar os los 

y 

D 

ft;lf~1/ 

(t~I,K) (e;,<r) (i+/,K) 

(rj(-1) 

$ 

valores de una función desconoc 'da en 
sus tres lados: t = O, x = O, x = L 
(fig. 375) . Cubramos nuestro doon nio 
con una red formada por las rectas 

X = iJ~, i = 1, 2, . . . 1 

t = Id, k = 1, 2, . . . , 

y determinemos los valores aproxima
dos de la solución en los nudos de la 
red, es decir, en los puntos de inter-

Fig. 375 sección de estas rectas. I ntroduzcamos 
las ' designaciones: u (ih , kl) = Ut,h· 

Escribimos en vez de la ecuación (4) otra ecuación que le correspon
de en forma de diferencias finitas para el punto (ih, kl). En virtud 
de las fórmulas (3) y (2) obtenemos. 

U¡, 1<+1- U¡, k= a2Ut+t, h- 2u¡, 1< + Ut - 1, h . 

l h2 
(8) 

Determinemos u1 , h + t: 

( 
2a

2
l ) 2 l 

U¡, Hl = 1 ---¡¡:- U¡, h +a -¡¡ {Ut+i, k+ Ut-1, lt). (9) 

De la fórmula (9) se deduce que si son conocidos tres valores en 
k-ésima linea: u1,,. , u1+t,k• Ui-l,k• entonces se determina el valor 
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u1 h+t en la (k+ 1)- ésima línea. Sabemos ya todos los valores en 
la' roeLa t = O (véase la fórmula (5)). Según la fórmula (9) determi
nemos los valores en todos los puntos interiores del segmento t = l . 
En vi.rLlld de la!> fórmulas (6) y (7) sabemos los valores en los puntos 
extremos de este segmento. De este modo, pasaudo de una lil\ea 
a otxa. determi nemos lo:o: valores de la solución desconocida en todos 
los nudos de l a red . 

Hemos demostrado que median te la fórmulA (9) se puede obtener 
el valor aproximado de la :::nl ución sol amonte en el caso en que 

8jj 
(i+l, lf) fi+í,lf/ 

Fig. 87t> 

l --- "
3 

1 1 · • h. · d 1 h t Lar· ..,.,. Z~t2 y no para a re acJOn ar 1Lréuta e os pasos y .. or-

m ula se s i.mpliflca especialmente, l'i el paso l por el eje t se aliga 
de modo que 

ó 

En este caso la ecuación (9) toma la forma: 

1 
U¡, k+t = 2 (u;+t. 1< +U,-¡,¡.). (10) 

Esta fórmu la es espedalmcnto cómoda para los cálculos (Iig. 376). 
Por e l método indicado se determina la solución t"n los nudos de 
la red . Se puede obtener el valnr de la solucion entre los uudos de 
l a red, por ejemplo, mediante la extrapolac.ión, trazando un plano 
a traves de cada Lrc~ punto~< cu el espacio (x, t, u) . La solueión obte
nida mediante la fórm11la (10) y extrapolada designemus por 
uh (.x, t). Se demuestra q,te 

lím n1,(x, L) = u(x, t), 
lt.-+0 
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donde rt (x, t) es la solución de nuestro problema. Es demostrado 
también que 

1 uh (x, t) - u (x, t) 1 < Mhi, 

donde M es una constante que no depende de h. 

§ 7. PROPAGAClON DEl, CALOR EN UN VASTAGO ILIMITADO 

Sea dada una temperatura en el momento inicial en diferentes 
secciones de un vást:'lgo ilimitado. Es preciso determinar la distri
bución de la temperatura en el vágtago en los momentos posterio1·es 
de tiempo. (Los problemas físicos. se reducen al problema de propa
gación del calor en un vástago ilimitado, cuando el vástago es tan 
largo que la temperatura en los puntos interiores del mismo en 108 
momentos examinados depende poco de las condiciones en los extre~ 
m os del vá~tago}. 

Si el vástago coincide con el eje Ox, el problema se expresa mate
máticameutt~ de modo. siguiente. Hallar la solncion de la ecuación 

ou :! élu. Tt = a. a:r? (1) 

en el dominio - oo<x<oo, t > O, la que satiHface a la condicióu 
inicia l 

u (x, 0) = <p (.1:) . (2) 
Para halla!' la solución apliquemos el método de separaciórt de 

va•·iablcs (véase el § 3), es decir, busquemos la soluci6n particular 
de la ecuación (1) en farma de un produc.to de dos funciones: 

tt (:r, t) = X (x) T (t) , (3) 

Poniendo en la ecuación (1), tenemos: X (x} T' (t) = a2XH (x) T (t) o 

T' X" . z -=- = - A. 
ci'T X 

Ninguna de estas relaciones puede depender de x, ni de t, por 
lo cual las igualamos a..la constante*) - f...2• De (4.) obtenemos dos 
e&uacjf>nes: 

T' + a'J.2T = O, 
x· + t..'X = o. 

(5) 
(6) 

• ) Como, según el sentido d11l p.roblema T (t) debe se.r aeotada para cual

quier t, si rp (.z) e$ ncotada, entonces ~ ba de ser negativa. Por eso escribi

mos- V. 
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Resolviéndolas, hallamos: 

T=Ce- a'l..' t, 

X= A cos /,x + B sen J...x. 
Poniendo en (3) , obtenemos: 

U¡, (x, t) = e-a•J..•t [A (A.) cos A.x + B (A.) sen A.x] (7} 

(la constante C está incluida en A (A.) y B (A.}). 
Para cada valor de A. obtenemos la solución de la forma (7). 

Para cada valor de /,las constantes arbitrarias A y B tienen valores 
determinados. Por eso se puede considerar A y B como funciones 
de A.. La suma de las soluciones de la forma (7) también es una solu
ción (debido a la linealidad de la ecuación (1)): 

~ e-a•J..•t [A {A.} cos A.x + B (A.) sen AJ:) . 
.a. 

Integrando la expresión (7) respecto al parámetro A. en los limites 
de O a oo, también obtenemos la solución 

00 

u (x, t) = l e- a•J..•t [A (A.) cos A.x + B (A.) sen A.x] dA.. (8) 
o 

si A (/,) y B (A.) son tales que esta integral, su derivada 1·espccto 
a t y la segunda derivada respecto a x existen y se obtienen mediante 
la derivación de la integral respecto a t y x. Escojamos A (A.) y B (/,.) 
de modo que la solución u (x , t) satisfaga a la condición (2) . Ponien
do en la igualdad (8) t = O, en virtud de la condición (2) obte
nemos: 

u (x, 0) = q> (x) = S [A (A.) cos Ax + B (!..)sen A.xJ dA.. (9) 
o 

Supongamos que la función q> (x) es tal que puede ser representada 
por la integral de Fourier (véase§ 12, cap. XVII): 

oc 00 

<¡> {x) = ~ I ( I q> (ct) e os A. {ct - x) oo) dA. 
O -oo 

ó 
"" "" 

q> (x) = ~ J [ ( ) <p {ct) cos l..ct oo) cos A..r + 
o 

ro 

+ ( I q> (lx) seo ket dct) sen J...x] dA. (10) 
- oo 

2~-536 
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Comparando los segundos miembros de (9) y (10), obtenemos: 
00 

A (A.) = ! J q> (a.) cos A.a. da, 
- oo 

(11) 

B (A.) = ! J q> (a.) sen /.a. da. 

Sustituyendo las expresiones halladas de A (A.) y B {A.) en la fór
mula (8), t enemos : 

"" 
u (x, t) = ~ i ,. -a•~•t ( ( i q> (a.) cos Aa. da.) e os AX + 

o 
+oo 

+ ( ~ cp (a.) sen A.a. rlCk) se n A.x J dA.= 
- oo 

... 
= ~ ~ e - a•l..• l [ i q> (o:) (cos f...o:cos"-x +sen 'Aa. sen A.x) da J dA. = 

o - oo 

"" "" 
= ~ ) e-a •l.. •l ( ) 'P (ex) cos A (a. -X) da) dA. 

u _ .,., 

o, cambiando el orden de integración, obtenemos definitivamente: 
00 

u (x, t) = ; ~ [ cp (a.) ( ~ e -a•~.·~ cosA. (a. - x) d'J...) J da. . (12) 
o 

Esta es la solución del problema planteado. 
Transformemos la fórmula (12). Calculemos la integral eot.re 

paréntesis: 
00 J e-o •~ · ~ cosA. (a.- x) dA.=~ ~ e-•• cos ~z dz. (13) 

0 
allt 

0 

La integral está transformada mediante las sustituciones: 

aA. llt=z, a.-x - --=~· 
a lit 

{14) 
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00 

K @}= S e- •• cos ~z dz. 
o 

Derivando •), obtenemos: 
00 

K' (f3} =- i e- •• z sen f3z dz. 
o 

Integrando por partes, hallamos: 
00 

K'(~}= ~ [e- •' sen f3z);'- ~ 1 e-• • cos f3z dz 
o 

o bien 

K. (~} = - ~ K (f3). 

Integrando esta ecuación diferencial, obtenemos: 
a• 

K(~} =Ce- 4. 

Determinemos la constante C. De (15) se deduce: 
00 -

K(O)= 1 e- •'dz= ~n 
o 

387 

(15) 

(16) 

(véase § 5, cap. XIV}. Por consiguiente, en la igualdad (16) debe ser 

Pues, 

c=v;. 
2 

v; - !!..: 
K (~)=- e •. 

2 

Pongamos el valor (17) de la integral (15) en (13): 
00 -

1 -o•A•t t Vn - ll' e e os:>.. (a - x) dA. =----e 4. 

aVt 2 o 

La posibilidad de realizar la derivación se argumenta fácilmente. 

(1 7) 



388 Ecuaciones d~ la fllca matem4tica 

Sustituyendo ~ por su expresión (14), obtenemos en definitiva e l 
valor de la integral (13): 

r _ ·k· t 1 .. 1-; _ ~ J e a cosA. (a- x) d). = 
2
a V te 4a't • 

o 
(18) 

Poniendo esta expresión de la integral en la solución (12), obtenemos 
definitivamente: 

"" 1 j (a-xl• 
u (x, t) = tp (a) e- --¡;;t¡'"' da. 

2aVnt _
00 

(19) 

Esta fórmula se llama integral de Poisson y es la solución del 
problema planteado sobre la propagación del calor en un vástago 
ilimitado. 

Observación. Se puede demostrar que la función u (x. t), deter
minada por la integral (19), es la solución de la ecuación (1) y satis
face a la condición (2), si la función q> (x) es acotada en uo intervalo 
infinito (-oo, oo). 

Establezcamos el sentido físico de la fórmula (19). Examinemos 
la función 

q> • (x) = { ~ (x) 

. o 
Entonc.es la función 

para - oo <.x < x0, 

para x 0 ~ x ~ xo + {).x, 

para .1·0 + !lx < x < oo . 

(20) 

(21) 

es la solución ue la ecuación (1) quu t11ma el valor JJe cp* (x), para 
t = O. Teniendo en cuenta (2Q), se puede escribir: 

u. (x. t~ = ¡f "orx cp (a) e- '",:;.:;' da. 
2a Vnt J 

Aplicando .al t eorema sobre la media a Ja· última integral, 
obtenemos: 

('~) /:1 - ~~-x) • 
• ( t) q¡ "" x e Aoft U X, = , 

2aVnt 
Xo·< s·< Xo + !lx. ~22) 
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La fórmula (22) da el valor de temperatura en un punto del vás
tago en cualquier momento de tiempo, si para t = O en todo el 
vástago la temperatura es u* = O, excepto el segmento [x0 , x0+6zl, 
donde la temperatura es igual a q> (x). La suma de temperaturas de 
la forma (22) da la solución (19). Notemos que si p es la densidad 
lineal del vástago; e, capacidad calorífica del material, entonces la 
cantidad de calor en el elemento [x0 , x9 + ~x] para t = O es 

11Q :::::: q> m l1x pe. (23) 
Analicemos luego la función 

1 (~-x)• 
--,==- e- -¡;;~~ 
2a Vnt 

(24) 

Comparándola con el segundo miembro de la fórmula (22), 
tomando en consideración (23), se dice que ésta da el valor de las 
temperaturas en todo punto del vástago en cualquier momento de 
tiempo t, si para t = O en la sección ~ (caso limite, cuando ~x-+ O) 
hubo una fuente instantánea de calor con cantidad de calor 
Q = cp. 

§ 8. PROBLEMAS QUE CONDUCEN A LA INVESTIGACJON 
DE LAS SOLUCIONES DE LA ECUACION DE LAPLACE. 

PLANTEO DE LOS. PROBLEMAS CON VALORES DE CONTORNO 

En el párrafo presente se examinan algunos problemas que con
ducen a la solución de la ecuaci6n de Laplace 

ffu + ifu + ffu = O. 
ax'l. al oz2 

(1) 

Como ya hemos indicado, el primer miembro de la ecuación (1) 

ffu ifu ifu 
-+-+-= ~u ax2 al iJz2 

se llama operador de Laplace. Las funciones u que satisfacen a la 
ecuación de Laplace se llaman funciones armónicas. 

J. Distribución estacion.aria de la temperatura en un cuerpo 
hooaogéneo. Sea un cuerpo homogéneo Q limitado por la superfi
cie a. En el § 5 se ha mostrado que la t emperatura en diferentes 
puntos del cuerpo satisfac.e a la ecuación (8): 

~ =az ( ffu + ffu + ffu) . 
iJt iJx2 iJy2 iJz 2 



390 Ecuaciones de la flsica matemática 

Si el proceso es estacionario, es decir, si la temperatura no depende 
del tiempo, sino solamente de las coordenadas de los puntos del 

au O . . 1 . cuerpo, entonces at = , y por cons1gU1ente, a temperatura satis-

face a la ecuación de Laplace 

él-u ffu ffu 
- +-+ - = 0. (1) 
ax2 ayZ 8z2 

Para que la temperatura en el cuerpo se determine de esta ecuación 
univocamente .hay que saber la temperatura de la superficie <J. 
De este modo, para la ecuación (1) el problema con valores de con
torno se formula de la manera siguiente. 

Hallar la función u (x, y, z) que satisfac·e a la ecuación (1) en 
el interior del volumen Q y toma en cada punto M de la superficie <1 
los valores dados: 

(2) 

Este problema se llama problema <k Dirichlet o primer problema con 
valores de contorno para la ecuación (1). 

Si la temperatura es desconocida en la superficie del cuerpo, 
pero en todo punto de la superficie sabemos el flujo térmico que es 

proporcional a :~ (véase el§ 5), entonces en vez de la condición con 

valores de contorno en la superficie <J (2) tendremos la condición: 

au¡ . on a= '111 (M). (3) 

El problema de hallar la solución de la ecuación (1) que satisface 
a la condición con valores de contorno (3) se llama problema de Neu
man o segundo problema con valores <k contorno. 

Sí se examina la distribución de las temperatu.ras en el dominio 
plano D limitado por el contorno C, entonces la función u depende 
de dos variables x e y y satisface a la ecuación 

a~+ ffu=O 
a:r? ar/ • 

(4) 

que se llama ecuación de Laplace en el plano. Las condiciones con 
valores de contorno (2) y (3) deben cumplirse en el contorno ~-

II. Corr iente potencial de un líquido o gas. Ecuación de con
tinuidad. Sea la corriente de un líquido en el interior de un volu
men O limitado por una superficie <J (en caso particular, Q puede 
ser t atnhién ilimitado). Sea p la densidad del líquido. Designemos 
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la velocidad del líquido por 

v = v,.i + v11j + v%k, (5) 
don de v.,, v 11 , v: son las proyecciones riel vector v en los ejes d!l coor
denadas. Separemos en el cuerpo Q un pequeño volumen w límitado 
por la superficie S. A través de cada elemento t:.s de la superficie S 
en el tiempo t:. t pasará la cantidad de li quido 

t:.Q = pvnt:.st:.t, 

donde n es un vector unitario dirigido a lo largo de la normal exte
r ior respecto a la superficie S. La cantidad total de líquido Q que 
entra en el volumen (¡) (o sale del volumen w) se expresa mediante . 
l a integral 

Q = t:.t S S p1Jn ds (6) 
S 

(véase §§ 5 y 6, cap. XV). La cantidad de líquido en el volumen co> 

en el momento t fue 

SSS pdw. 
(Al 

Durante el tiempo t:.t la cantidad de liquido, en virtud de la varia
ción de la densidad, cambia en la magnitud 

Q =.))) t:.pt:.w ~ t\t ) ) ) ~~ dw. (7) 
(Al (Al 

Suponiendo que en el volumen w no hay fuentes, concluimos que 
esta variaciQn est á provocada por la afluencia del liquido cuya 
cantidad est á determinada por la igualdad (6). Igualando Jos segun
dos miembros de las igualdades (6) y (7) y reduciendo por t:.t , 
obtenemos: 

(8) 

Transformemos la integral iterada de segundo orden del primer 
miembro según la fórmu la de Ostrogradski (§ 8, cap. XV). Entonces 
la igualdad (8) toma l a forma: 

ó 

) ) ) ( ~~ + d iv (pv)) dru = O. 
(Al 
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Puesto que el volumen (¡) es arbitrario y el integrando es continuo, 
obtenemos: 

ó 

op + div (p'! ') =o 
at 

ap a a a - +- (pvx) + - (pvv) + - (pvz) =O. 
f)t [}:r; {} !f fJz 

(9) 

(9') 

Esta es la ecuación de continuidad de corriente del líquido compre
sible 

Observación. En algunos problemas, por ejemplo, al examinar 
el proceso de movimiento de petróleo o gas en un pozo, en un medio 
poroso subterráneo, se puede aceptar 

k ,. =-- gradp, 
p 

donde p es la presión , k es el coeficien.te de permeabilidad y 

~~A, {}p 
{jt {)t • 

A = const . Poniendo en la ecuación de continuidad (9), obtenemos: 

ó 

A. ap - div (kgr adp) =O 
{}t 

A ap =!!__ (k ap) +~ (k ap) +~ (k ap ). (10) 
at ax ax ay ay az az 

Si k es una constante, la ecuación toma la forma: 

{)p -!:... ( rlp + rlp + ffp ) 
at - A ox2 oy oz2 ' 

(11) 

y nosotros llegamos a la ecuación de conducción del calor. 
Regresemos a la ecuación (9). Si el liquido es incompresible. 

entonces p = const, :~ =O y la ecuación (9) toma la fo rma: 

div ('v) = O. (12) 
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Si el movimiento es potencial, es decir, el vector v es un gradiente 
de cierta función cp: 

v = grad cp, 

entonces la ecuación (12) toma la forma: 
div (grad cp) = O 

ó 

(13) 

es decir, la función potencial de la velocidad cp debe satisfacer a la 
ecuación de Laplace. 

En muchos problemas, como, por ejemplo, en los de filtración , 
se puede aceptar 

v = -k1 grad p, 

donde p es l a presión y k 1 es una constante; entonces obtenemos la 
ecuación de Laplace para determinar la presión 

01; + lfp + 01; = o. 
ox2 oy2 oz2 (13) 

Las condiciones con valores de contorno para la ecuación (13) o 
(13') pueden ser las siguientes: 

1. En la superficie C1 se dan los valores de la función desconocida 
p, (es decir, de la presión (condición (2)). Esto es el pr.oblema de 
Dirichlet. 

2. En la superficie C1 se dan los valores de la derivada normal :~ , 
es decir, se da el flujo a través de la superficie (condición (3)). Esto 
es el problema de Neumann. 

3. En una parte de la superficie a se dan los valores de la función 
desconocida p, es decir, de la presión y en otra parte de la superficie, 

los valores de la derivada normal =~ es decir, del flujo a través 

de la superficie. Esto es el problema de Dirichlet-Neumann. 
Si el movimiento es plano y paralelo, es decir, la función cp (ó p) 

no depende de z, obtenemos la ecuación de Laplace en el dominio 
bidimensional D con frontera C: 

(14) 
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Las condiciones con valores de contorno de la forma (2) (problema 
de Dirichlet), o de la forma (3) (problema de Neumann) se dan en 
el con torno C. 

III. Potencial de la corriente eléctrica estacionar ia. Supongamos · 
que a traves de un medio homogéneo que llena cierto volumen V, 
pasa una corriente eléctrica cuya densidad en cada punto se da por 
(!1 vector J (x, y, z) = J.,i + Jyi + .T~K. Supongamos, que la 
densidad de corriente no depende del tiempo t. Supongamos, tam
bién, que en el volumen examinado no hay fuentes de corriente. 
Por consiguiente, el flujo del vector J a través de cualquier super
ficie cerrada S que se halla en el interior del volumen V, será igual 
a cero: 

j ~ Jnds =O, 
S 

donde n es un vector unitario dirigido a lo largo de la normal exte
rior respecto a la superficie. 

De la fórmula de Ostrogradski deducimos que 

div J = O. (15) 

En virtud de la ley generalizada de Ohm se determina la fuerza 
-eléctrica E en el medio conductor examinado: 

(16) 

ó 
J =J..E, 

donde A. es la conductibilidad del medio la que consiP.eramos cons
tante. 

De las ecuaciones generales del campo electromagnético se deduce 
que si el proceso es estacionario, entonces el campo vectorial E 
es irrotacional, es decir, rot E = O. Entonces, análogamente al 
caso examinado durante el análisis de campo de velocidades del 
líquido, el campo vectorial es potencial (véase§ 9, cap. XV). Existe 
la función q> tal que 

E = grad q>. (17) 

A base de (16) obtenemos: 

J = A grad q>. (18) 

De (15) y (18) se deduce: 

J.. div (grad q>) = O 
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ó 

(19) 

Obtenemos la ecuación de Laplace. 
Resolviendo e.sta ecuación para las correspondientes cond icio

nes con valores de contorno, hallamos la función <p y, por l as 
fórmulas (18) y (17), l a corriente J y la fuerza eléctrica E . 

§ 9. ECUACION DE LAPLACE EN COORDENADAS CILINDRICAS. 
SOLUCION DEL PROBLEMA DE DIRICHLET PARA UN ANILLO 
CON VALORES CONSTANTES DE LA FUNCION DESCONOCIDA 

EN LAS CIRCUNFERENCIAS I NTERNA "Y EXTERNA 

Sea u (x, y, z) una función armónica de tres vru·iables. Entonces 

ffu + if~ + ¿f¡~ =O. 
(}x2 ay- i)z 2 

(1) 

Introduzcamos en el examen las coordenadas cilíndricas (r, <p, z) 

x = r cos <p, 

de donde 

r=Vx'l.+ y2
, 

x = r sen <p, 

y 
<p= arctg-, 

X 

z = z, 

Z=Z. (2) 

Sustituyendo l as variables independientes x, y y z por r, <p, y z, 
liegamos a la función u•: 

n (x, y, z) = u• (r , <p, z). 

Hallemos la ecuación a la cual satisfaga u* (r, <p , z) como función 
de argumentos r , <p y z. Tenemos: 

(}u= an· Br + au· B<p, 

ax fJr {):r f)q¡ fJx 

fil.u = ¡p~· (!!:)2 + iJu • ff~. + 2 ~
2u • !!._ fllp + 

ax2 ar OX Dr ax· ur iJrp iJ:x iJx 

fPu* ( (}q¡ )z t7u.• D2cp +-- +--· 
il<p2 á.r: i)q¡ fJx2 

' 
(3) 
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an{dogam('nte: 

· (-¡~ = él~ • (.E!:..)2 + ()¡/ éf~ + 2 éfu • .!.!.._ é)q¡ + 
!il ar- ay ar al ar acp ay ay 

+ <fu. ( ocp )
2 + au· ffcp . (4) 

acp2 ay acp al 
además, 

Las expresiones para 

ar 
ay 

ffr ffr 

ax2 ' a¡/' 

(5) 

hallarnos de la igualdad (2). Sumando los segundos miembros de las 
igualdades (3), (4) y (5) e igual ando la suma a cero (puesto que la 
suma de los primeros miembros de estas igualdades es igual a cero 
en virtud de (1 )), obtenemos: 

a'V + _!_ au• + _!_ ffu• + ~u·= O. (B) 
a? r ar r 2 acp2 az2 

Esta es la ecuaci6n de Laplace en coordenadas cilíndricas. 
Si la función u no depende de z, pero depende de x e y, entonces 

la función u• que depende sólo de r y cp, satisface a la ecuación 

cru· 1 au· 1 ffu. 
- +--+--- =0 a? r ar r2 ocp2 

• 

donde r y cp son coordenadas polares en un plano. 

(7) 

Ahora hallemos la solución de la ecuación de Laplace en el domi
nio D \anillo), limitado por las circunferencias C1 : x= + y1 = R~ 
y C2: X + y2 = n;. que toman los siguientes valores de contorno: 

ulc,=u,, (8) 

ulc, =~. (9) 

donde u1 y u2 son constantes. 
Resolvamos el problema en coordenadas polares. Es evidente 

que conviene buscar la solución que no depende de cp. En este caso 
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la ecuación (7) toma la forma: 

<fu 1 Ou 
a?- + -;.-8r =o. 

Integrando esta ecuación, hallamos: 
u=e1 In r+e2 • 

D oterminemos e 1 y e 2 .de Jas condiciones (~) fi ~): 

De ahí bailamos: 

U¡ = Cs ln Rs + e2, 

1t2 = C, ln R2 + e2 • 

U:!- U¡ C¡=--- , 

l Rz n-

In R 1 Cz = u1 - (U:!- u¡)--
1 Rz 
n-

Rt R¡ 

(10) 

Sustituyendo los valores hallados de C1 y C2 en la fórmula (10) 
obtenemos en definitiva: 

r 
lo-R, 

u= u1 + ---(u2 - u1) . 

ln Rz 
H., 

(11) 

Observación. En realidad hemos resuelto el siguiente problema. 
Hallar la función u que satisface .t1 la ecuación de La place en e 1 
dominio limitado por las superficies (on coordenadas ctlíudricns): 

r = R" r = R 2 , z = O, z = H, 
y que satisface a las siguientes condiciones de contorno: 

u 1...-n, = u 2, 

oul -0 
(}z z= O- ' !~LH=o 

(el problema de Dirichlet-Neumann). Es evidente que la solución 
buscada no depende de z, ni de <p y se da por la fórmula (11). 

§ 10. SOLUCION DEL PROBLEMA DE DIRTCHLET 
PARA UN CIRCULO 

Supongamos 4uo en ·el .plano .()~ hay "UD mír.culo .8.o radio R 
y el centro en:el·OTigen 'tle cooraenadas . .Sea dad'a mt·su circunferenaia 
cier ta función f (<p), donde <p es un ángulo polar. Es preciso hallar 
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la funció n u (r, cp), continua en el círculo, incluyendo el contorno, 

que satisface en el interior del círculo a la ecuac.ión de La place 

ffu + ffu=O 
a:r! al 

y en la circunferencia del círculo toma los valores dados 

ul,- n = f (cp). 

(1) 

(2) 

Calculemos el problema en coordenadas polares. Escribamos la 

ecuación (1) en estas coordenadas: 

_D~u + ..:!_ ~ + _..!_ a2
u = O 

t1r2 r ar r2 acr~ 

ú 

(1') 

Busquemos la solución por el método de separación de vnJ'1:Jhles, 
poniendo q11e 

u = <I> (cp) R (r). (3) 

SustiLuyendo en la ecuación (1'), obtenemos: 

?ID (cp) R" (r) + r<D (cp) R' (r} + <I>" (cp) R (r) =O 

ó 

<I>" (cp) = _? R" (r) + rR' (r) = _ k2• 

<I> (cp) R (r) 
(4) 

Puesto que el primer miembro de esta igualdad no depende de r, 
y el segundo, de cp, por consiguiente, éstos son iguales a un número 
constante quo designaremos por - k2 • Do este inodo, la igualdad (4) 

nos da dos ecuaciones: 

<I>w (<p) + k2<J> (<p) = O, 

r'R* (r) + rR' (r) - k2R (r) = O. 

La solución general de la ecuación (5) será 

<I> = A cos kcp + B sin kcp. 

(5) 

(5') 

(G) 

Busquemos la solución de la ecuación (5') en forma de R = rm. 

Sustituyendo R = r"' en (5'), obtenemos: 

? m (1" - 1)rm-2 + rmrm - 1- k2rm =O 
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ó 

m2
- k2 = O. 

Podemos escribir dos soluciones particulares linealmente inde
pendientes: rlt y r - h. La solución general de la ecuación (5') será 

R = C.,J' + Dr- k. (7) 

Ponemos las expresiones (6) y (7) en (3) : 

uk =(A,. cos kq> + B11 sen kq>) (Ch.,J' + D,.r-k). (8) 

La función (8) será la solución de la ecuación (1') para todo valor 
de k distinto de cero. Si k = O, las ecuaciones (5) y (5') toman la 
forma 

<l>" = O, rRn + R' = O, 

y por consiguiente, 

uo = (Ao + Boq>) (Co + Do In r) . (8') 

La solución debe ser una función periódica de q>, puesto que, siendo 
igual el valor de r, para q> y q¡ + 2n, hemos de tener un mismo valor 
de la solución, ya que examinamos un mismo punto del círculo. 
Por tanto, es evidente que en la fórmula (8') debe ser B 0 = O. Luego, 
busquemos una solución continua y finita en el círcu lo. Por consi
guiente, en el centro del círculo, para r = O, la so lución debe ser 
finita, y por eso en la fórmula (8') debe ser Do = O y en la fórmula 
(8}, D~t = O. 

De este modo, el segundo miembro de (8') se convierte en el 
producto A 0C0 , que designaremos por A 012, Pues, 

A o 
.Uo=- . 

2 
(8') 

Formemos la solucion de nuestro problema en forma de una suma 
de soluciones de la forma (8) puesto que la suma de soluciones es 
la solución buscada. La suma debe ser una función periódica de q>. 
Esta condición se cumple, si cada sumando es una función periódica 
de q>. Para eso k debe tomar valores enteros. (Notemos que si iguala
roo~ los miembros de la igualdad (4) al numero +k2

, no obtendríamos 
la solución periódica). Podemos limitarnos solamente a los valores 
positivos 

k = 1, 2, ... , n, ... , 
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puesto que, en virtud de que las constantes A, B, C, D son arbitra
rias, los valores negativos de k no dan nuevas soluciones particu
lares. Pues, 

"" 
u(r, q>)=~0 + ~(A,.cosnq¡+Bnsen nq¡) r" (9) 

n·t=f. 

(la consLante Cn está incluida en A,. y B,). Elijamos ahora las cons
tantes arbitrarias An y B n de modo que se satisfaga la condición 
con valores de contorno (~).. Poniendo en la igualdad (9) r = R, en 
v irtud de la condición (2) obtenemos: 

/(q>)= ~o+~ (An cosncp+ Bn senncp) R" (10) 
· n;;;ri 

Para que tenga lugar la igualdad (10), es necesario que la función 
se desarrolle en la serie de FoUI"ier en el intervalo ( -;t, ;t) y que 
An R" y B,.R" sean los coeficientes de Fourier. Por consiguiente, 
A 11 y B(l deben determinarse por las fórmulas: 

An=-
1
- f f(t)cosntdt, l 

,.R" J . 

Bn =-1--f" f (t) sen nt dt. J 
nR" J 

-:e 

(11) 

Pues, Ja serie (9) con coeficientes determinados por las fórmulas 
(11), será la solución de nuestro problema, si ella admite l a deriva
ción doble, término a término, respecto a r y a <p (pero esto no lo 
hemos demostraao). TraMiormemos la fórmula (9). Sustituyendo 
An -y B ,. por sus expresiones (1.1.} y efectuando las transformaciones 
trigonomébricas, obtenemos: 

:t co :t 

tv(r, <p) = 2~ S f (t) dt + ~ -~ 5 f (t) e os n (t - q¡) dt ( ~ ) n = 
~n ~-J-n 

-~ 00 

= ~ ~ 1*){:17!-":2 ]~ ~ r~osn(t- q)}] dt. (!2) 
-n n;;;::;;t 
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Traosfot·memos la expresion entre corchetes • ). 
~ ~ 

1 + 2 ~ (~r cosn (t- q>) = 1 + ~ (~r [e1
"(1 - q>) + e-ln(l- " l) = 

n - l n - t 

00 

= 1 + ~ [ (~ el(l - cp)r + (~ e- l(l - cp) r J = 
n~ l 

~ e'<l- <rl ~ e-1(1-cpl 

= i+ R +-R __ _ 
1 - ~ el(t-"> 1 - ~e -ICt-cpl 

R R 

t - (~r 
(13) r ( r )z = R 2

- 2Rrcos (t - q>) + ~ • 
1 - 2 R cos (t - q>) + R 

Sustituyendo la expres10n entro corchotos en la fórmula (12) por 
la expresión (13) tenemos: 

Jt 

u(r, q>)=_!_ f f(t) R2 -~ dt (14) 
2n J R2 - 2rRcos(t-q¡)+~ · 

-n 

La fórmula (14) se llama integral de Poi$$0n. Analiznndo esta fórmu la 
se demuestra que si la función f (q>) es continua, entonces la función 
u (r , cp), determinada por la integral (14), satisface a la ecuación 
(1'), y, para r-+ R, será que u (r, <p) -+ f (q¡), es decir, u (r, <p) es la 
solución del problema de Dirichlet para un círculo. 

§ tt. SOLUCION DEL PROBLEMA DE DIIUCBLET 
POR EL METODO DE DIFERENCIAS FINITAS 

Sea dada en el plano Oxy un dominio D , limitado por el contorno 
e. Supongamos que en el contorno e está dada una función con
tinua f. Es preciso hallar una solución aproximada de la ecuación 

• ) Durante la deducción determinamos la suma de una progresión geo
m6trica infinita, cuyo denomillador es un número complejo y cuyo módulo 
es menor de la unidad. Esta fórmula de la suma de una progresión geom6trica 
se deduce igual que en el easo de los números reales. Hay que tener en cuenta 
la definición del limit~ de la función compleja de un argumento real. Aqul, 
el argumento es n (v6ase § 4, cap. VII, tomo I). 
28-536 
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de Laplace 

?fu+ ?ftt =O 
ax2 al · 

que sat isface a la condición de cout.orno 

( 1) 

n le= f. (2) 
Tracemos u os fa mi Ji¡¡s do rcc.tas: 

X = iJL y y = kh (3) 
donde h es el número dado, i. y le tornan valores numéricos enteros 
sucesivos. Diremos que el dominio D cst.á cubierto de una red. Los 

e* e 
l T 

...... 

o 
Fig. 377 

:e 

puntos de intersección de las rectas 
los llamaremos nudos de la red. 

El valor aproximado de In fUJJ
ción desconocida en el punto 
x ,_ ih, !1 .... kh, lo designaremos 
por u1, k es decir, u (ih, kh) ...., u1, h· 

Aproximemos ol dom inio D median
te ol dominio reticular D• , com
puesto de todos Jos cuadrados que 
enteramente se hallan dentro del 
dominio D . y algunos de éstos son 
cmzados por la frontera e (con es
los últimos se puede despreciar). 
En este caso el contorno e se apro
xima mediante el contorno e• com
puesto por los segmentos de rectas 
do la forma (3) . En· cada nudo que 

se hullo e11 el contorno e• demos un valor f* igua l al va lor de la 
función f en el plmt.o más próximo del contorno e (fig. 377). 

Examinemos los valores rle la función desconocida sol amente en 
los 1111dos de in red . Corno hemos indicado en el§ 6 las derivadas en 
el mé~odo do aproxi mación exami nado se susti tuyen por las 
diferencias finitas: 

iful _ ul+1, h- 2u ,, h + U;-1, h 

iJx2 x~lh. u- hh- h2 • 

ifu 1 _ u1• 11+ 1 - 2u,. "+u,, 1r-1 

al x=th. 11=hh- h2 • 

La ecuación diferencial (1) se sustituye por la ecuación de diferencias 
o por la ecuación en diferencias finitas (después de reducir pot· h2

): 

Ut+ l , h- 2u;, lt + U¡- 1, lt +U¡, h+l- 2ut, h +U¡, h - 1 = Q 
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ó (fig. 378) 

1 
U¡. k= 7; (U;+I. k+ U¡, 1!+1 + Ut- 1, k+ U¡, k-1) . (4) 

Para cada nudo de la red que se encuentra en el interior del domi
nio D* (y no se encuentra en la frontera C*) componemos la ecuación 
(4). Si el punto (x = ih, y = kh) es vecino al punto del contorno 

t 

(í,JN) 

f.!,Jf) f¡;J() i+?lfJ 

/l !:e 

Fig. 978 

C", entonces en el segundo miembro de la igualdad (4) serán los 
valores conocidos de/*. De este modo, obtenemos un sistema hetero
géneo de N ecuaciones con N incógnitas (N es el número de nudos 
de la red que se encuentran en el interior del dominio D*). 

Demostremos que el sistema (4) tiene una y solamente uua solu
ción. Es el sistema de N ecuaciones lineales con N incógnitas. Tiene 
la únic.a solución en el caso en que el determinante del sistema sea 
distinto de cero . E l deteJ'minante del s is tema difiere de cero si el 
s istema homogéneo tiene solamente una solución trivial (nu la) . 
El sistema será homogénea, si j* = O en los nudos de la red en la 
frontera del contorno C*. Pues, demostremos que en este caso todos 
los val01·es u1,,. en todos los nt1dos interiores de la red son iguales 
a cero. Supongamos que en el interior del dominio hay u1, 1; dife
rentes de r.ero . Para mayor definición supongamos que el mayor 
de estos valores es posit ivo. Designémoslo por ü 1, h > O. En virtud 
de la fórmula (4) escribimos: 

- 1 ( + ) ("•') . U¡, k= 4_ U;+l , h +U¡, 1< + 1 U-1-1. h +U¡, J¡ - 1 · 

Esta igualdad puede tenor lugar sólo en el caso si todos los valores 
de u., del seg1mdo miembro, son iguales al valor óptimo ii. 1,". Ahora 
ten emos cinco puntos donde los valores de la función desconocida 
son ü 1, h · Si nil)guno de estos puntos es de la frontera, entonces, 

26• 



Ecu~lo~t ck la /fllca matemática 

tomando uuo de éstos y escribiendo para él la igualdad (4), demos
tremos que en algunos otros puntos el valor de la función descono
cida será igual a u1, 11 • Prosiguiendo de este modo, llegamos a la 
frontera y demostremos que en el punto de la frontera el valor de 
la función será igual a ü1, 11 • Esto contradice a l hecho de que en los 
puntos de la frontera ¡• = O. 

Suponiendo que en el interior del dominio hay un valot: nega
t ivo mínimo, demostremos que en la frontera el valor de l a fu nción 
es negativo. Esto contradice a la condición dada. 

Pues, el sistema (4) tiene una y solamente una solución. 
Los valores de u1, 11 , deter minados del sistema (4), son valores 

aproximados de la solución del problema de Dir iehlet formulado 
anteriormente. Hemos demostrado quo si existe la solución del 
problema de Dirichlet par a el dominio dado D y la función dada f, 
(dcsiguómosla esta solución por u (x, y)), y si I.Lt,lt es la solución 
del sistema (4). entonces se verifica la correlación: 

ju(x, y)-ut.lti < Ah2
, 

donde A es una constante que no depende de h. 

(5) 

Obser vación . Puede ser justificado, aunque estrictamente no está 
demostrado, el siguiente procedimiento para evaluar el error de 

la solución aproximada. Sean: ul~~l la solución aproximada para el 

paso 2h; u1~~. la solución aproximada para el paso h; E,. (x, y), 

el error de la solución ul~~. Entonces tiene lugar la igualdad 
apr·oximadn . 

. 1 (2h) (h) 
Eh (x, y)~ 3 (u,, h - u,,,.) 

en los nudos comunes de las redes. Pues, para determinar el error 
de la solución aproxi mada para el paso k , hay que hallar la solución 
para el paso 2h. Una tercera parte de la diferencia de estas soluciones 
aproximadas es la evaluación del error de la solución para el paso h. 
Esta observación se puede extender también .a la solución de la 
ecuación de la conducción de calor mediante el método de diferencias 
fin itas. 

Ejercicios para el capHulo XVlll 
t. Deducir la ecuación do oscilaciones torsionales de un vástago cilin

drico homogéneo. 
Indicación. El momento tol'llional eo la sección del vástago do abscisa :r 

se determina por la fórmula M aa G/ : , donde 8 {:r, t) es el ángulo do tol'llión 

de la sección de abscisa :r en ol momento t, G es ol módulo de desplazamiento 
¡, os el momento polar de inereia de la seeción trans~el'8al dol vástago. 
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a~a a2e c 1 
Respuesta: 

012 
=a2 ox' , donde. az=---¡¡- , k es el momento de inercia 

de la unidad de longitud del vástago. 

2. Hallar la solución do la ecuación ~~ = a2 ::~ que satisface a l as 

condiciones: 

donde 

86 (z, O) 
6(0, t)=O, 6(t, t) = O, 6(x. O)=CJl{l"), --

01
-=0. 

( ) 200x d 0 l cp z =-1- cunn o ~x~2 , 

200x . 1 
Cf' (:r)= --1-+26o cunndo;r ~ z ~ l. 

Dar lu iulerpretncióu mecánica del prohlema. 
R e8puesta; 

B( ) - 80o ~ ( - 1)0 (2/c-1- i) nz (2k+1)n<ll 
z , t - n2 kJ (2k + 1)2 sen l cos 1 . 

~~o 

3. Deducir la ecuación de oscilaciones longitudinales de un vastagu 
cilíndrico bomogáneo. 

Indicación. Si u (z, t) es el desplazamiento de la sección del vástago de 
abscisa z en el momento t, entonces la tensión T de extensión en la sección x 

se determina por l a fórmula T = ES ~~· , donde Bes el mód ulo de elAsticidad 

Jel material, S es el úrefl de la sección transversal del vástago. 
82u 82u E 

Respuuta: 7fi2 = a2 
8

.,2 , donde a2 = p, p I'S la densidad del materia l 

del vástago. 
4 . Un vástago homogéneo de lru1gitud 21, bajo la acción ele las fuerzas 

aplicadas a sus ext.remos, se ha reducido en la magnitud 21... Cuando t = O. 
cesa la acción de las fuerzas exteriores. Determinar el desplazamiento u (r, 1) 
de la sección del vástago de abscisa x en el momento t (el punto medio del rje 
del vástago tiene abscisa z = 0). 

Respu~sto: 

{ )- 81.. ~ (-1)h+l (2k+1)az (2k+1)nat 
u x, t - n:~, k) (2k+i)Z sen 'U cos 21 . 

h-0 

5 . Un extremo del vást.ago de longitud l está fijo, sobro el otro acLúa una 
fuerza do extensión P. Hallar las oscilaciones longitudinales del vástago, si 
para l = O cesa la acción de fuerza P. 

Respuesta: 

00 

8Pl "" ( - 1)" (2n + 1) .nx (2n + 1) nat 
Ean2 kJ (2n+ 1)2 sen 21 °05 21 

n= O 
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(el sentido de E y S véase en el problema 3). 

6. Hallar la solución de la ecuación ~:~ = a2 ::~; que satisface a las 

condiciont~s: 

u=(O, t) = O, u(l, t) =,tsen(l)t, 
élu (x, O) _

0 u(x,O)=O, 
01 

- . 

Dar la interpretación mecánica del problema. 
Respuesta: 

Asen~xsenwt 00 

a _j 2Awa ""' ( - 1¡n- 1 nnat nnx 
w , - - 1-L.J ("Jta) 2 sen-1-sen - 1-. 

sena! n=l(1)2 - - 1-
u (x, t) 

l ndteaelón. Buscar la solución en forma de una suma de dos soluciones: 

A sen~ x sen 001 
u=v+(l), donde w= ---a ___ _ 

&en~l 
a 

es la solución que satisface a las condiciones: 
v(O, t) = O, v(l, t) = O, 

av(x,O) élw(x,O) 
v(x,O)= - w(x,Q), --01- = - at 

( Se supone que sen ~ l :F O) . 
aa· 

7. Hallar la solución de la ecuación ~~ = a2 a:: que satisface a las con-

diciones: 

Respuesta: 

u(O, 1)= 0, u(l, L) = O, t>O, 

{ 

x para 
u(x,O) = 

1-x para 

.. 

1 
O< x-< 2 
l z<x <l. 

h (X, t) = i!_ ""' ( -1)11 
n~ LJ (2n+i)2 e 

(2n + 1)2nlo21 
t' 

0 
(2n + 1) nx s n 

1 
. 

11= 0 

Indicación. Resolver el problema por el método de separacion de variables. 

8. HaUar la solución de la ecuación ~~ =a2 ::~ que sat isface a las con-

d icioncs: 
x(t-x) 

u(O, t) = u(0-1) = 0, u(x,O) = 12 
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Resputtla: 
oo (2n+ l)t nlntl 

8 ""' - 11 (2n + 1) nx u(x, t) = -;{3 ~ (2n + 1)3 e sen ¡ 
ne O 

iJu a~u 9. Hallar la solución de la ecuación ¡¡¡-=a2 iJzZ que satisface a las 

condiciones: 

iJiJu 1 ~o. tt(l. t)=u0, tt(r, O) = cp(z). 
% .r-0 

Indicar el sentido Hsico clol problema. 
flupuesla: 

"" ""' -a2X~1/ (2n + 1) n 
1t (x, 1) =- "o+~ Ane cos 21 x , 

n= O 
doudc 

1 
<! ~ (2n + l) nx dx - (-l)"4u0 

An = T J cp (.r) cos 21 n (2n· t- 1) 
u 

Indicación . Duscur la solución en In fotma tt = u0 + v(x, 1). 

6 1 . • í)u 2 í)2u r 1 10. Hallar la soluci n dn a ccunc10n -;¡¡ ... a ox2 que satis nce " as 

coml icionos: 

u (0, t) -= 0, ~u 1 = -I/ u lx- l• 11 (x, O)=cp (x). 
u% x :al 

Indicar el sentido físico del problema. 
ll~spuesta: 

00 J.J.~a2f2 
""' P2 f- ~~;, --~-3- ~nx 

u(x,t) = ~ Anp(p+l) ~- ~~e sen-1-, 
n..- t 

donde 
1 

2 ~ J.ln:l' 
An=T J cp (:r)sen - 1- dx, p = lil, J.l·l• J.l2• ... , J.ln• 

o 

son raíces positivas do la ecuación tg 11 = -~ . p 
Indicaci6n. E o ol extremo del vástago, para x = 1, tiene lugar un inter

cambio de calor con el modio ambiente cuya tt~mpora turn es igual 11 cero. 
11. Hallar (según la fórmula (10), § G, poniendo h =O, 2) la solución 

iJu ()2u aproximada de la ecuación -;¡¡- = 2 iJz'l. , quo satisface a las coudiciones: 

tt(z,O)=z {f-x) , u(O, 1) = 0, u(l, 1) = +• 0 -<; 1. -<; 41. 
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azu q2u 12. Hallar la solución de la ecuación da La place a:~:t + 
0112 

= O en la 

banda O-<. :z: <a, O< v < co, que satisface a las condiciones: 

u(O,u)=O, u(a,y)=O, u(z,0) = .-1 {1 -~). u(:z:,co) = O. 

Resprtesta: 
00 ti:C 

2A ~ 1 --11 nn.z u (z, t) = -- -e o seo-- . n n a 
n-1 

Indicación. Buscar la solución por el método de st>paración de variables. 
azu 82u 13. Hallar la solución de la ecuación de Laplace a:~:z + 0112 - o en un 

rectángulo O< z <a, O <E;; 11-<. b, que satisface a las condiciones: 
u(z,O) = O, u(:r, b)=O, u(O,v) = Ay(b-y), u(o,v) = O. 

Respu-=sta: 

... h(2n + 1) a (a - %) (2n+ 1) nv 
8Ab' sen b seo b 

u (:z:, t) = ~ ~ (2n + t )e h (2n+1)na 
n-o sen b 

14. Hallar la solución de la ecuación =~ + ::~ = O eu al interior 
de un anillo limitado por las circunferencias %2+u2=Rt, :z:2+v2 = RI, que 
satisface a las condiciones 

8u 1 Q 1 _ -+--- u -u2 8r .-R1 - J..2:tH1 ' ,._n,- · 
Dar la interpretación hidrodinámica del problema. 

lndlcacióo. Resolver el problema en coordenadas polares. 
Respuesta: 

Q /?2 
u = u2- 2J..n In -r-. 

15. Ln función u (z, v) = e-11 seo z es la solución de la ecuación ::~ + " 
~:~ =O en el cuadrado O< :z:-<. 1, O-" y <; 1 que satisface a las condiciones: 

u(O, v) = O, u(t,y) - e-llsen1 , u(:z:,O) ..,. senz, u(:z:,i) = e-tsenz. 
En los problemas 12-15 resolver las ecuacione6 de Laplace para las con

dlolones de contorno dadas, por el método de diferencias finitas, cuando 
h - 0,25. Comparar In solución aproximada con la exacta. 



CA PIT ULO XIX 

CALCULO OPERACIONAL Y ALGUNAS 

DE SUS APLICACIONES 

Actualmente ol cálculo operacional es una de las importantes 
esferas del análisis matemático. Los métodos de cálculo operacional 
se usan en la física , mecánica, electrotecnia y otras ciencias durante 
la solución de diversos problemas. El cálculo operacional na encon
trado una aplicación especialmente amplia en la automática y en 
la telemecánica. En el presente capitulo (basándonos en el material 
de l os capítulos anteriores del manual) daremos los conceptos prin
cipales del r.álculo ope1·acional y los métodos operacionales de solu
ción de las ecauciones diferenciales ordinal'ias. 

§ 1. FUNCION I NICIAL Y SU TRANSFORMACION (IMAGEN) 

Sea una función de una variable real t, definida para t ~ O 
(a veces consideremos que la función 1 (t) está definida en un inter
valo infinito -oo < t < oo, pero f (t) = O, cuando t < 0). 
Supongamos que la función f (t} es continua por rozos (segmentos}, 
es decir, tal que en todo i ntervalo finito tiene un número finito 
de puntos de discontinuidad de primera especie (véase § 9, capí
tulo JI, tomo 1). Para asegutar la existencia de algunas integrales 
en el intervalo infinito O~ t < oo , impongamos sobre la función 1 (t) 
una limitación adicional. Es decir, supongamos que existen números 
constantes positivos M y s0 tales quo 

lt(t) 1 < Me'•' (1) 

para todo valor de t del intervalo O ~ t < oo. 
Examinemos el pl"Oducto de la función f (t) por la función 

compleja e-P
1 de una variable real *) t donde p = a + ib (a > O) 

es cierto número complejo 
(2) 

• ) Sobre las funciones complejas de una variable real véase § 4, capí
tulo VIl. 
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La ftHJ CÍÓll (2) es también una función compleja de una variab le 
real t : 

e- pt f (t) = e-<n Hb)l/ (l) = e- ot¡ (t) e-tbt = 
= c- ot¡ (l) cos bt- ie- 01/ (t) sen bl, 

Examinemtts ohora la integrAl impropia 
•'() "'-" 

) e- vt¡ (l) di= S e-ul¡ (l) cos bl dt- 'J e-01/ (t) sen bt dl. (3) 
o o o 

Mostremos que si la función f (x) satisface a la condición ( 1) y a> So. 
entonces las integrales de l segun~o miembro de l a igualdad (3) 
existen y l a convergencia de las integrales os absolnta. Al principio, 
ova luemos la pt·i mera de estas in tegt·a los: 
~ "" 

(r e- al¡ (t) cos bt dll.:::;;: ) 1 e 01
/ {t) cos btl dt < 

o o 
" 

<M 1 c- "'e•·•1 dt < M 1 e - 10 -•o>t dt = M 
o o a- so 

De modo anúlogo se eva lúa lambitiu la segurtda integ ral. Ahora bien , 

l a integral 1 r- '~>11 (i) di ex is te. Esta determina cierta fw1ción 
(1 

de p, la cun l designemos*) por f (p): 
<'-

F(p) = ) e- 111/(t)(dt). (4) 
o 

La función F (p) se ll ama tt·ansfor-mación de Laplaco o transfor
mada L, o bien, simplemen te, imagen de lu función j (t). La fun 
ción 1 (t) se ll ama función inicial u orig-inul. Si F (p) es la imagen 
de la función 1 (t), se escribe que 

F (p) -:+- 1 (t) , (5) 
ó 

ó 
1 (t) •7 F (p), (6) 

lJ {/ (t)} = F (p). (7) 
Como veremos, la razón de introducción de las imágenes consist e 

en que con su ayuda se logra simplificar In solución de muchos 
•) La función J (p), cuando wf:O, es la fun ción do uua vuriablo comploja. 
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problemas, en particulat·, reducir la solución de ecuaciones diferen
ciales a las operaciones algebraicas simples para hallar una imagen. 
Sabiendo la imagen, se puede hallar el original, bien según tablas 
confeccionadas de antemano «original-imagen», bien según los 
métodos expuestos a continuación. Surgen las siguientes cuestiones 
naturales. 

Sea dada cierta función F (p}. ¿Existe o no una función f (t), 
para la cual F (p) es su imagen? Sí existe ¿es esta función la única? 
Con suposiciones determinadas respecto a F (p) y f (t), a ambas 
cuestiones se da una respuesta positiva. En particular, la unicidad 
de imagen se establece mediante el siguiente teorema que citemos 
sin demostración. 

Teorema de unicidad. Si dos funciones continuas q> (t) y ,P (t) 
tienen la misma imagen L de F (p) , entonces estas funciones son idéntica
mente iguales. 

Este teorema desempeña en lo ulterior un papel muy importante. 
Efectivamente, si al resolver un problema práctico, hemos determi
nado, de cierto modo, la imagen de la función desconocida, después , 
según la imagen hemos hallado la función inicial, entonces, basán
donos en el teorema formulado, concluimos que la función hallada 
es la solución del problema planteado y otras 
soluciones no existen. 

§ 2. IMAGEN DE LAS FUNCIONES uo (t), sent, cost 

I. La función f (t) definida de modo tal que 17 t 

f (t) = 1, cuando t > O F il(. 979 

f (t) = O, cuando t <O, 
se llama función unitaria de Heavíside y se designa por C1 (t). 
La gráfica de esta función está representada en la fig. 379. Hallemos 
la imagen L de la función de Heaviside: 

Pues*) 

co r -ptloo 1 L{cr
0
(t)}= J e-ptdt = _ _ e- = - . 

o p o p 

"" 

1 
. 1 

+-. p (8) 

*} Al calcular la integral ~ e-P1dt, se puede representarla como suma 
o . 

de integrales de funciones reales; así obtengamos el mismo resultado. Esta ob· 
servaci6n se refiere también a las dos integrales ulteriores. 
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o, más precigamente, o0 (t) +-;- ~ . 

En algunos tratados del cálculo operacional llaman la imagen 
de la función f (t) a la expresión 

"' 
F• (p) = p J e- pll (t) dt. 

o 

Con tal definición tenemos: a0 (t) •7 1, y, por consiguiente, 
e.-;- e, o, más pt·ecisamente, e O'o (t) ·7 c. 

I l. Sea f {t) = sen t¡ entonces 

... 
Ll J 1_111 d e-P' (-psen t -cost)l"" 1 sen t = e sen t t = . = -.-- . 

p· + 1 o p- + 1 
o 

Pues, 

. 1 
sen t~ P2 + 1 . 

JI l. Sea 1 (t) = cos t¡ entonces 

00 

Ll J 
\ 

- PI tdt e- pt(sent-pcost)l"" p cost = e cos = =-- . 
• p2 + 1 o p

2 + 1 

Pues, 
o 

§ 3. IMAGEN DE LA FUNCION CON ESCALA MODIFICADA 
DE LA VARIABLE JNDEPENDmNTE. 

IMAGEN DE LAS FUNCIONES sen at , cos at 

(9) 

(10) 

Examinemos la imagen de la función f (at), donde a > 0: 

L{f(at)} = j e-P'f(at)dt. 
o 
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Sustituyamos la variable en la última integral, poniendo z = at; 
por consiguiente, dz = a dt; entonces obtenemos: 

00 

- 1 r _.E_ , 
L{f(at) }=a j e o /(z)dz 

o 
ó 

L {/ (at)} = ! F ( ~) . 
De este modo, si 

F (p) -7+ f (t), 
entonces: 

! F(~)~t(at). (11) 

Ejemplo l. De la fórmula (9), en virtud de la ( tt), obtenemos direc
tamente: 

ó 

6 

Ejemplo 2. De la fórmula (10), en virtud de la (11) , tenemos: 

..!!... 
cos at ,: ...!._ _ _...,.a~-

· a (~r+ i 

1 • p 
cosa -:- P'+a2 • 

§ 4. PROPIEDAD DE LINEALIDAD DE LA IMAGEN 

(12) 

(t3) 

Teorema. La imagen de una suma de varias funciones multiplicadas 
por constantes, es igual a la suma de imágenes de estas funciones multipli
cadas por constantes correspondientes, es decir, si 

n 

f(t) = ~ C,/1 (t) (14) 
1-=1 



414 Cálcrtlo operacional y alguna.< de sus aplicaciones 

((; 1 son constantes) y 

F (p) 7+ f (t), F¡ (p) ..;-.. f¡ (t) , 

entouces 
1l 

F(p) = ~ C1F 1 (p). (14') 
1= 1 

Demostración. Multiplicand o todos los t~rm inos de la igual
dad (14) por e- ~'' o integrando respecto a t on los límit.es de O a oo 
(sacando los factores e 1 fuera del signo de la integral) , obtenemos 
la igÚaldad (14'). 

Ejemplo l. Hallar la imagen de la función 

f (t) = 3 sen 41 - 2 cos 51. 

Solución . En virtud do las fórmulas (12) , (1:1) y (15), obtenemos: 

4 p 12 2p 
L{/(l)}= 3 p2 + 16 - 2 p2 + 25 = p2 -l- 16 - p2+ 25. 

Ejem plo 2. Hallar la fur1ción inicial cuya imagen se expresa mediante 
la fórmula 

F(p) 
5 20p 

pLj- (2)2 + p2 + (3)2 

~olución . Interpretemos F (fl) de modo siguiente: 

F (P} = ~ p2 -:(2)2 + 20 . p2;(3)2 

Por consigu ien te, según las fórmulas (12), (13), y (14'), obtenemos: 

f(t) = ~ SE'n2t +20cos3l. 

Del l our<~ma do unicidad, § 1 se deduce que e!;ta es la i'1nica 'función inicial 
que corresponde a liJ F (Jl) duda. 

§ 5. TEOREMA DE DESPLAZAMIENTO 

Teorema. Si F (p) es la imagen de la funci6n f (t), entonces F (p+ a) 
es la imagen de la funci6n e-al f (t), es decir, 

Si F(p);7+f(t), } 
entonces F (p +a).¿ e- a. t¡ (t). 

(15) 

(Aquí se supone que Re (p + a) > s0). 

Demostración. Hallemos la imagen de la función e-at f (t): 
00 

L le- "'1/ (t)} =S e-pt-at¡ (t) dt =S e- <p+a.ltf (t) dt. 
o o 
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De este modo, 

L (e-a'¡ (t)} = F (p +a.). 

El teorema demostrado permite ampliar considerablemente 
la familia de imágenes para las cuales se hallan fácilmente las 
funciones iniciales. 

§ 6. JMAGENES DE LAS FUNCIONES e-«1
, seob at, 

cosb o.t, e-at seo at, e-at cos at, 

De la fórmul a (8}, en virtud de las fól'lnulas (15), se deduce directa
mente: 

Análoga mente 

1 · - al -- ->e . 
p +ex . 

1 · at ---;+-e . 
p-a. 

(16) 

(16') 

Sustrayendo de los Lét·minos de la coHelación (16') los tó1·minos 
correspondientes de la con·elación (16) y dividiendo los resultados 
de la resta por dos, obtenemos 

-~ (-1- __ 1_) ..;-,.!_(e~ ' _ e- at). 
2 p - a. p+cx 2 

ó 

a . 1 
-2--:! -;-> ,.;eu 1 a.t. 
p -a 

Análogamente, sumando (16) y (16'), obtenemos: 

-
2 

P ? .¿. cosh a.t. 
p - a-

(17) 

(18) 

En virtud de las fórmulas (15), de la fórmula (12) so deduce: 

a . - at 
---

2
,----..,

2 
¿ e son a l. 

(p +a.) +a (19) 

A base de la fórmula (15), de la fórmu la ( 13) se deduce: 

P +.a. ~e-"' 1 cosat. (20) 
(p+ at+ a2

• 
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Ejemplo l. Hallar la (unción inicial cuya imagen se da por la fórmula: 
7 

F(p)=p2 + tOp+4t . 
Solución. TransformomOIJ F (p) en una oxprasion semejan lo a la que se 

encuentra en el primer miembro de la correlación (19): 

7 7 7 4 
/12+ !Op + 41-=(p +5)2+ t6 --¡; (p +5)2+42. 

Puos, 
7 4 

F(p) = 4 (p+ 5)'+42. 

Por consiguiente, en virtud do la fórmula (19) lenemos: 

F (p)-;. ~ e-&t son 4t. 

Ejemplo 2. Hallar la función inicial cuya imagen so tia por la fórmu la 

P+ 3 
F (p) p2+2p+ 10 . 

Solución. Transformemos la (unción F (p): 

(p + 1)+2 P+l . 2 
(p + 1)2 +9 = (p+1)2+32 -;- (p+1)~+32 = 

P+ i 2 3 
= <P+ t >z+a• +3 <P+ t>' +32 • 

usando las fórmulas (19) y (20) hallemos la función inicial: 

F (p).;. ,-t cos 3t + ~ e-1 son 3t. 

§ 7. DERIVACION DE LA IMAGEN 

Teorema. Si F (p) ¿ f (t), entonces 

(-1)" :;nF(p) 7+t" f (t). (21) 

Demostración. Primero demostremos que si f (t) satisface a la 
condición (1), entonces la integral 

00 

S e-pt (- t )nf (t) dt (22) 
o 

existe. 
Según la hipótesis, 1 f (t) 1 < Me'01, p= a + ib, a. > s0 ; con 

esto, a > O, So > O. Es evidente que se halle e > O tal, que se 
cumplirá la desigualdad a < s0 + e. Igual que en § 1 se demuestra 
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que existe la integral 
00 

S e-<p-dt 1 f (t) 1 dt . 
o 

Evaluemos ahora, la integral (22): .. 
S 1 e-Pt t"f (t) 1 dt = S 1 e-(p-e)te-•1t"f (t) 1 dt. 
o o 

Puesto que la función e-•1t" es acotada y su valor absoluto es 
menor que cierto número N para cualquier valor de t > O, podemos 
escribir: 

00 .. 00 

~ 1 e- r:>tt"f (t) 1 dt < N S 1 e- <r:>- allf (t} 1 dt = N S e-<P-e}t 1 f (t) 1 dt < oo. 
o o o 

De este modo, queda demostrado que la integral (22) existe. Pero 
podemos considerar esla integral como una derivada de n-IÍsimo 
orden respecto al parámetro*) p de la integral 

00 

S e- Pt¡ (t ) dt. 
o 

Pues, de la fórmula 
00 

F (p) = S e-ptf (t) dt 
o 

obtenemos la fórmula 
00 00 

r e-pt (- t)"f(t) dt=.!!:_ r e-ptf(t) dt. J dp" J o o 
De estas dos igualdades obtenemos: 

(- 1) 11 :nn F(p) = ~ e-ptt"f (t), 
p e 

es decir, la fórmula (21). 

• ) Hemos determinado antes la fórmula de derivación de una integral 
definida respecto a un parámetro real {véase§ 10, capitulo XI, tomo 1). Aqul, 
el varámetro p es un número complejo, pero la fórmula de derivación queda 
váhda. 
27-b36 
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Apliquemos la fórmula (22) para bailar la imagen de la función 
potencial. Escribamo~ la fórmula (8): 

t . 1 - -+o p o 

De esta fórmula, en virtud de In fórmula (21), obtenemos: 

ó 

Análogamente 

d ( 1) . (-1) - - ---+t 
dp p . 

1 . 
2 -t. p • 

2 . z 
-37t. 
p 

Para cualquier n tenemos: 

n! • n 
---+t 
p"~ 1 • • 

Ejemplo t. De la fórmula (v~aso (12)) 
00 

p'~~as ca ~ e-PI sen at dt 

o 

derivando ambos miembros respecto al parámetro p obtenemos: 

(23) 

2pa • 
(P' + a2)2 7 t sen at. (24) 

E jemplo 2. De la fórmulA (13), en virtud do la fórmula (21) obtenemos: 

a•-rz . 
- (P'+ a')' 7 t cos at. (25) 

Ejemplo 3. En virtud do la fórmula (2t ), do (16) tenemo~: 

1 _:. Ie-a.t . (26) 
(p + a)' • 

§ 8. IMAGEN DE LAS DERIVADAS 

Teorema. St F (p) -¿ 1 (t), entonces 

pF(p> - 1 <O>.¿ r <t>. (27) 



I mage1t de las derivadas 419 

Demostración. Basándose en la definición de la i magan , podemos 
escribir: 

00 

L (f (t)) =S e- 111/'(t) dt. (28) 
o 

Supongamos que todas las derivadas f' (t}, f" (t}, ... , f" (t), con 
que encontremos, satisfacen a la condición (1) y, por consiguiente, 
existe la integra l (28), asi como las integrales análogas pat·a derivadas 
ul teriores. Calculando por partes la integral del segundo miembro 
de la igualdad (28), hallamos: 

00 "" 

L (f' (t)} =S e- 111
{ (t) dt = e- pt¡ (t) r: + p l e- 111/ (t) dt. 

o o 
Pero, según la cond ición (1) 

lím e- P'f(t) =O, 

y , 
S e-p1f(t) dt = F(p). 

Por eso: 
o 

L lf' (t)} = - 1 (0) + pF(p). 

E l teor·cma queda demostrado. Examinemos ahora la imagen 
de las derivadas de cualqllier orden. Sustituyendo en la fórmula (27) 
F (p) por la expresión pF (p) - f (0), y f (t), por la expresión f' (t), 
obtenemos: 

p [pF (p) - t (O) 1 - j' (O) .¿ f" (t) 

o, abriendo lns corchetes: 

p2F (p) - pf (O) - f' (O)_,¿ r (t) . (29) 

La imagen para la derivada de n-ésimo orden será: 

pn F (p)- [pn- 1 f {0) + p"-2/'(0) + .. • 
... + p/n-21 (O)+ ¡n- tl (0)) .¿ f"l (t). (30) 

Observación. Las fórmulas (27), (29), (30) se simplifi can, si 
f (O) = !' (O) = ... pn-il (O) = O. En este caso tenemos : 

F (p) -7" f (t), 
pF <P> -¿ r <t>. 

p" F (p) .¿ /"1 (t). 
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§ 9. TABLA DE ALGUNAS IMAGENES 

Para el uso cómodo de las imágenes obtenidas, reunámoslas en una 
tabla. 

Tabla 1 

00 

1-.~.NI F (P) ~ ~ .-pi 1 (1) pi 1 (t) 
o 

1 
1 - 1 p 

2 
a 

pt. + a~ 
sen at 

3 
p 

cos at p2+a2 

4 
1 -!11 

p + o: e 

5 
0: 

scnb o:t p2-a.f 

6 
p 

cosh o:t p2-o:2 

7 
a - a r 

(p + o:)2+ a 2 e sen at 

8 
p +o: 

(p + a)2 +a2 e 
-!11 . 

cos at 

9 
n! 

t" pn+l 

10 
2pa 

t sen at (p2 +a2)2 

11 -
a2-p2 

t cos at 
(p2 + a2)Z 

12 
1 -al 

(p+o:)2 te 

13 
1 t 

(p2+a2F 243 
(sen at-at cos at) 

d" t fl j (t) t4 (-1)"-F(p) dp11 
1 

15 F 1 (p)F2 (p) S ,1 ('t) ,2 (t -'t) d't 
o 

Nota·: Las fórmulas 13 y 15 de esta tabla las deduciremos más tarde. 
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Observación. Si en calidad de imagen de la función f (t) tomamos: 
00 

p• (p) = p S e- Ptj (t) dt, 
o 

entonces en las fórmulas 1-13 de la tabla las expresiones que se 
encuentran en la primera columna hay que multiplicarlas por p. 
Las fórmulas 14 y 15 toman el aspecto siguiente. Puesto que F* (p) = 
= pF (p), entonces, sustituyendo en el primer miembro de la fór-
mula 14 F (p) por la expresión F• (p) y multiplicando por p, obte-

P 
nemos: 

14'. (- 1}np~ (F. (p)) ....:..,tnj(t). 
dpn p • 

Sustituyendo en el primer miembro de la fórmula 15 

Fs (p) = F; (p). F2(p) = F; (p) 
p p 

y multiplicando este producto por p, tenemos : 

15' . 
' 1 • • . i - Fs (p) Fz (p)- /s ('t) /2 (t -'t) d-e. p . 
o 

§ 10. ECUACJON AUXILIAR PARA 
LA ECUACION DIFERENCIAL DADA 

Supongamos que tenemos una ecuación diferencial lineal de 
n-ésimo orden con coeficientes constantes a0 , as. ... , an _., ~: 

dnx dn- sx dx 
ao-- +a~--1 + ... + an- 1-+anx(t)=f(t). (31) dtn dtn- dt 

Es preciso hallar la solución de esta ecuación x = x (t) para t ~ O, 
que satisface a las condiciones iniciales: 

X (O)= Xo, :e' (0) = :có, ... , :ccn- l) (O)= :c~n-t). (32) 

Antes hemos resuelto el problema planteado del modo siguiente: 
hemos hallado la solución general de la ecuación (31) que contiene 
n constantes arbitrarias; después hemos determinado las constantes 
de modo que se satisfagan las condiciones iniciales (32). 

Ahora expondremos un método más sencillo de solución de este 
problema, el método de cálculo operacional. Hallemos la imagen L 
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de In solución x (t) de la ecuación (31) que satisface a las condicio
nes (32). Designemos esta i magan L por x (p); de modo que 

xCP>-¿. x <t>. 
Supongamos que existen las imágenes de la solución de la ecua

ción (31) y de sus derivadas hasta el orden n (después de hallar la 
solución, podemos comproba•· que esta suposición es válida). 

Mu ltipliquemos todos los términos de La igualdad (31) por e-P
1

, 

donde p = a + ib, e integremos respecto aten los límites de O a oo: 

= ~ e- P'f (t) dt. (33) 

o 

En el primer miembro de la igualdad se encuentran las imágenes 
L de la función x (t) y sus derivadas, en el segundo, la imagen L de 
la función f (t) que designemos por F (p}. Por consiguiente, se 
puede escribir la igualdad (33) cu la forma: 

a0 L { d"x} + a1L { d" - 'x, } + ... + anL {x (t)} = L{f (t)}. 
dt" dt" -

Sustituyendo en esta igltaldad las imágenes de la función y de sus 
derivadas por las expresiones (27), (29), (30), obtenemos: 

ao lp"x (p) - (p"- 1xo + p"- 2:io + p"- 3xó + ... + x~"- '11 + 
+ a, {p"-'i (p) - [p"-2x0 + p"- 3xo + ... + x~n-z>l l + 

+ a,._ , lpx (p) - [x0] ) + ani (p) = F (p). (34) 

La ecuación (34) se llama ecuacl61~ a!Lxiliar o la ecuación de imagen. 

En esta ecuación la incógnita es la imagen x (p), la cual desde ésta 
se determina. Transformárnosla dejando en el primer miembro los 
términos que contienen x (p): 

i (p) [aop" + a¡p"-1 + ... + an-tP + an] = 

(pn- t n - 2 • (n- ll j + 
= a0 x0 + p x0 + ... + Xo 

+ a, [p"-2xo + p"- 3xo + ... + x~n-21] + 

(34') 
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E l coeficiente de x (p) en el primer miembro de la igualdad (34') 
es un polinomio de p de n-ésimo grado que se obtiene si en el primer 
miembro de la ecuación (31) en vez de las derivadas ponemos las 
potencias respectivas de p. Designómoslo por cp" (p): 

<Pn (p) = aop" + a,pn- l + ... + On- tP + On. (35) 

E l segundo miembro de la ecuación (34') se compone del modo s i
guiente: 

el coeficiente a,._, so multiplica por x0 , 

el coeficiente a,._2 so multiplica por px0 + x;, 

el coeficiente a, se multiplica por p"-2x0 + p"-3x¿ + ... + x&n-2>, 
el coeficiente a0 so multiplica por p"- 1x0 + p"-2x¿+ ... +.:r~n-1) . 

Todos estos productos se suman . Se adiciona además la imagen del 
segundo miembro de la ecuación di ferencial F (p). Todos los tér
minos del segundo miembro de l a igualdad (34'), a excepción de 
F (p) , después de reducir los términos semejan tes , forman un poli
nomi o de p de (n - 1)-ésimo grado con coeficientes conocidos. 
Desiguémoslo por 'i'n- t {p). De este modo, la ecuación (34') podemos 
escribirla en la forma : 

x (p) cp, (p) = 'i'n - t (p) + F (p). 

De esta ecuación determinamos i (p): 

X (p) = 'i'n- 1 (p) + F(p) . 
<Pn (p) !p,. (p) 

(36) 

Pues, x (p) deto•·mi nado de este modo es la i magen do la solu
ción :r (t) de la ecuación (31) que satisface a las condiciones inicia
les (32). Si ahora hallamos la función .:r• (t). cuya imagen es la 

func ion x (p) determinada por la igualdad (36), entonces, en virtud 
del teorema de unicidad, formulado eo § 1, se deduce que :.e• (t) 
es la solución de la ecuación (31) cptc satisface a las cond iciones (32), 
es deci r, 

x• {t) = x (t). 

Si hallamos la solucióu de La ecuación (31) para condiciones 
iniciales nulas: Xo =- .:r¿ = :r; = ... .:4n- t) = O. entonces en la 
igualdad (36) 'i'n-t {p) = O, y ésla toma la forma: 

x(p)= F (p) 
<Pn (p) 
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x (p) = F(p) 
floPn + as]Jn-t + 

Ejemplo f. Hallar la solución de la ecuación 

dx 
dt+x= t, 

que sat isface a las condiciones: para t = O, z = O. 
Solución. Formemos la ecuación auxiliar 

- 1 - 1 
x(p) (p+ i) = O+-¡;- ó x(p)=(P+ 1) p . 

(36') 

Descomponiendo la fracción del segundo miembro en las fracciones ele
mentales, obtenemos: 

- 1 1 
z (p)p- P+ i . 

Usando las fórmulas t y 4 de la tabla 1, hallamos la solución: 
x (t)=t -e-t. 

Ejemplo 2. Hallar la solución de l a ecuación 
d2z 
(ii2 + 9x = 1, 

que satisface a las condiciones iniciales: :r0 = :ró = O, para t =O. 
Soluci6n. Escribamos la ecuación auxiliar (34') 

- 1 - 1 
x(p) (p2 +9) =p- ó x(p)= P(P~+g). 

Descomponiendo esta fracción en las fracciones elementales, obtenemos: 

1 1 
- -gP 9 
x(p)= P2 +9 +-p ' 

Basándonos en las fórmulas 1 y 3 de la tabla 1, hallamos la solución: 

t t 
x(t)= - 9 cos3t+-g . 

Ejemplo S. Hallar la solución de la ecuación 
dtx dx 
dtl +3dt+2x= t, 

que satisface a las condiciones iniciales: para t=O, xo=xó=O. 
Solución. Escribamoe la ecuación auxiliar (34 ') 

;; (p) {p'+Sp+ 2) =...!_ 
P' 
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6 

z (p) 1 1 

Descomponiendo esta fracción en las fracciones elementales por el método 
de coeficientes indefinidos, obtenemos: 

- 11 31 1 1 
z(p)=2pa-4/)+p+1-4(p+2) · 

Según las fórmulas 9, 1 y 4 de la tabla 1 hallamos la solución: 

1 3 1 z (t)="2 t- -r+ e-1-4 e-lit, 

Ejemplo 4. Hallar la solución de la ecuación 

dlz dz 
{Ii2+ 2dt+ 5x=sen t 

qu.e satisface a las condiciones: z0 = 1, :t:ó = 2, para t =O. 
Solución. Escribamos la ecuación auxiliar (34') 

i (p) (P'+2p+5)=p·1 +2+2·1 +L {sen t} 

6 

- 1 
z(p)~p2+2p+5)=p+4 +P1 + 1 , 

de donde hallamos i(p): 

i"(p) P+4 1 
p2 -t-2p+5 + (p2+ 1) (p2-t-2p+5) 

Descomponiendo l a última fracción del segundo miembro en las fracciones 
elementales, podemos escribir: 

i1 1 1 . 
toP + 4 -wP+s 

i<P> +---=-;;-;-~ p2+2p+5 pl+ 1 
6 

En virtud de 1M fórmulas 8, 7, 3 y 2 de la tabla 1, obtenemos la solución: 

ti 29 1 1 
z (t) =w e-1 cos 2t +w e-1 sen 2t-

10 
cos t +s sen t 

o, en definitiva: 
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§ t t. TEOHEMA DE DESCOMPOSICION 

De la fórmula (36) del párrafo anterior se deduce que la imagen 
de la solución de la ecuación diferencial lineal consta de dos t ér
minos: el primero es una fracción racional propia de p, el segundo 
es una fracción , cuyo n.umerador es la imagen del segundo miembro 
de la ecuación F (p) , y el denominador, el polinomio <¡>, {p). Si 
F (p) es una fracción racional, entonces el segundo término es tam
bién una fracción racional. De este modo, hay que saber hallar la 
(noción jnicial cuya imagen es una fracción racional propia . Exami
nemos este problema e11 el presente párrafo. Sea la imagen L de 
cierta función una fracción racional propia de p: 

'IJln - t (p) 

CPn (p) 

Es preciso hallat· la función inicial (original). En § 7, capitulo X, 
tomo I hemos mostmdo que toda fracción racional propia se puede 
representar en forma de una suma de fracciones elementales de 
cuatro tipos: 

A 
l. -- . 

p -- a 

A 
JI. h. 

(p -a) 

/1 p -L B d l ll. 2 + + 2 donde las ra1ces del enominador son complejas, 
P /tP a 

d . a , O es ec1r, 4 -az< , 

1 V. Ap 1- 8 donde las raíces del denominador son 
(p2 +a1p + az)'' 

com plejas, es decir, k ";!> 2. 
Hallemos las funciones iniciales para las fracciones- elementales 

escritas. Para la fraccion de tipo I en virtud de la fórmula 4 de la 
tabla 1, obtenemos: 

A ·A al 
--~e. 

p-a· 

Para la fracción de tipo 11 en virtud de las fórmulas 9 y 4 de la 
t abla 1 obtenemos: 

A • A 1 th- l al 
h~ e. 

(p-a) · (k - 1)! 
(37) 



Teorema de descomposición 427 

Examinemos ahora la fracción de tipo III. Efectuemos las trans
formaciones idénticas: 

A (P +T)+ (s -~) 

- (P + ~ r+( Va2- ~r 

Designan do aquí los sumandos primero y segundo por M y N 
respectivamente, obtenemos en virtud de las fórmulas 8 y 7 de la 
tabla 1: 

• - !!..!. t 
M ~Ae 2 cost 

. ( Aa1) 1 -~ t 
N --¿ B - T Vaz _ a~ e 2 sen t 

4 

De este modo, en d ofiniti va tenemos: 

Aquí no examinamos el caso de una fracción elemental de tipo IV, 
puesto que esto está relacionado con numerosos cálculos. Para algunos 
casos particulru·es examin aremos este problema más abajo. 
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§ t2. EJEMPLOS DE SOLUCION 
DE ECUACIONES DIFERENCIALES 

Y SISTEMAS DE ECUACIONES DIFERENCIALES 
POR EL METODO OPERACIONAL 

Ejemplo t. Hallar la solución de la ecuación 

d!x 
""""ift2 +4z = sen 3x, 

que satisface a las condiciones iniciales: x0 =0, x~=O, cuando 1=0. 

Solución. Formemos la ecuación auxiliar (34') 

- 3 - 3 
x(p)(P

2
+ 4l = p2+9' x(p)= (p2+9)(p2+ 4) 

ó 

de donde obtenemos l a solución: 

Ejemplo 2. Hallar la solución de la ecuación 

d8x 
dt8 +x= O, 

que satisface a las condiciones iniciales: x0 =1, xó=3, x;=S, cuando t=O. 
Solución. Formemos la ecuación auxiliar (34' ) 

x (p) (p8 + 1)=p2. f +P·3+8, 

hallamos: 

Descomponemos la fracción racional obtenida en las fracciones elementales 
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Usando la tabla 1, escribamos la solución: 

~ (t)=2rt+3
1 

( -cos ~3 
t + ~3 sen~ t). 

·Ejemplo 3. Hallar la solución de la ecuación 
d~x 
Cft'i"+z= t cos 2t, 

que satisface a las condicionas iniciales: z=O, zó=O, cuando t =O. 
Solución. Escribamos la ecuación auxiliar (34') 

- 1 8 
z(p) (p'+1)= p2+4- (p2+ 4)2 • 

de donde: 
- 515181 
~(p)=-9p~+ 1 +9 p2+4+3 (p2 +4J2 

Por consiguiente, 

5 5 1 (1 ) ~ ( t) = - 9 sen t + 18 sen 2t + 3 2 sen 2t - t cos 2t 

Es evidente que aprovechando el método operacional se puede resolver 
también los sistemas de ecuaciones diferenciales lineall'$. Mostrárnoslo en un 
ejemplo. 

E jemplo 4. Hallar la solución del sistema de ecuaciones 

3.!=..+2 + ~=1 dt X dt ' 
dz dy 
-¡¡-+4 dt+3y=0, 

que satisface a las condiciones iniciales: z=O, v =O, cuando t = O. 
Solución. Designemos x (t} + x (p), y (t) + /i (p}, y escribamos un sis

tema de ecuaciones auxiliares: 

(3p+2> :r <P>+Pv <P> =..!.. p 

px <P>+ (4p+3> ¡¡ <P> =o. 
Resolviendo este sistema, hallamos: 

- 4p..L3 1 1 
z(p)=p(p + t)(ttp+ S) 2jj-5(p+ 1)- 10(1ip+6)' 

- t 1. ( 1 11 ) 
y(p) = (i1p +6)(p+1)""'5 P+ i -11p+6 . 

Según las imagenAs hallnmos l as funciones iniciales, es decir, las solu
ciones buscadas del sistema: 

6 1 f 3 __ , 
.X (t)=z - 5 r'-w e 1t ' 

6 1. __ , 

y(tl =s{c-'-e u ), 

Análogamente se resuelven los sistemas lineales de órdenes superiores. 



430 Có/c11/o opt:racio••al y algrwas de ms aplicacionu 

§ 13. TEOREMA DE CONVOLUCION 

Al resolve•· ecuaciones diferenciales pot· el método operacional, 
puede ser lltil el teorema siguiente. 

Teorema de convolución . St F 1 (p) y F 2 (p) son imágenes de las 
funciones / 1 (t) y / 2 (t), es decir, 

F s (p)..¿ft (t) Y F2 (p) ..¿Jz (t), 

entonces F1 (p) F2 (p) es la imagm de la funci6n 
t 

S ft ('t) /z (t - 't) d't, 
o 

es decir 
t 

Fs (p) F 2 (p)-¿ ~ ft ('t)/z (t - 't) d't. (39) 
o 

Demostración. Hal lemos la imagen de la función 
1 

S t. ('t) t2 <t- 't) dt, 
o 

pnrt.ieudo de la defiuición de la imngcn:, 
! ..., t 

L 1 S /s ('t) 12 (t - 't)d't j =S e_,, rs !t ('t) /z(l-T) d't] dt. 
o o o 

Ln integra l de segundo miembro es 111 integral iterada di' segnndo 
orden que se toma pot· el dominio limitado 

z- por las rectas 't = O, T = t (fig. 380). Cam
hiemos el orden de integración en esta integ
ral; entonces obtemnnos: 

1 

L (S J¡(-¡;) / 2 (t- 't) d't) = 
o t .... 00 

Fig. 380 S [/.Ct) S e- 111
/ 2 (t - t)dt] dt. 

0 T 

Sustituyendo la variable t - .- = z on la integral interior, tenemos: 
~ ~ 00 

S t!- 11 1/z (t- t) dt = S e- p(:+TI/2 (z) dz =e- ''" ~ e- 11'/z (z) dz = 
T 0 0 

= e- 11TF2 (p). 
Por consiguiente, 

1 ao 

L (! /1 {t)f~ (l- t) d't l = i f.(,;) e-"" F 2 (p) dt = 
o o 

ao 

=Fz(p) S r 11"f¡{,;)d't =Fz(p) Fs(p). 
o 



Tt!Ort!ma di! convolucl6n. 

Pues, 
t 

S f¡(-c) fz (t - 1:) d-e+;- F s (p) F2 (p). 
o • 

Esto es la fórmula 15 de la tabla 1. 
1 
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Observación 1. La expresión S / 1 (-e) / 2 (t - -e) d-e se llama 
o 

convoluct6n (resultante) de nos funciones / 1 (t) y / 2 (t). La operación 
para obtener un resultante se llama convoluci6n de dos funciones; 
en este caso 

t 1 

~ /d-e) /z (t- 't) do= S fdt -1:) /z (-e) d-e. 
o o 

Al sustituir la variable t - -e = z en la integral derecha podemos 
determinar que la última igualdad es válida. 

Ejemplo. Hallar la solución de la ecuación 
d2z 
dl2 +z = 1 (t), 

que satisface a las condiciones iniciales: x0 = zó = O, cuando t = O. 
Solución. Escribamos la ecuación auxiliar (34') x(p)(p~+ 1) = F(p), 

donde F (p) es la imagon de la función 1 (t). Por consiguiente, x (p) = p~t F (p), 
1 . • 

pero P2+ 17 sen 1, y F (p) 71 (1). 

1 Aplicando la fórmula do convolución (39) y designando pZ+ 
1 

= F 2 (p), 
F (P) = F 1 (p), obtenemos: 

1 

% (t) = S 1 ('t') SPO (t -'t') d-r. 
o 

(40) 

Observación 2. Eo virtud del teorema de convolución es fácil 
hallar la imagen de la integral de la función dada, si es conocida 
la imagen de esta úl tima; es decir, si F (p)-¿ f (t), entonces: 

1 1 
- F(p) ~S f(-c) d-e. p • o (41) 

En efecto, si designamos 

1 /dt) = 1 (t), / 2 (t) = 1, entonces; F 1 (p) = F (p), F2 (p) =p. 
Sustituyendo estas funciones en la fórmula (39), obtenemos la fór
mula (41). 
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§ f4 . ECUACIONES DIFERENCIALES DE OSCILACIONES MECANICAS. 
ECUACIONES DIFERENCIALES DE LA TEORIA 

DE CIRCUITOS ELECTRICOS 

De la mecánica se sabe que las osci laciones de un punto material 
de masa m se describen por la ecuación •): 

lfx 1.. d:t k 1 
df +-;;-;u+ -;;x=-;; !s(t); (42) 

aquí, x es la desviación del punto desde cierta posición; k, rigidez 
de un sistema elástico, por ejemplo, muelle (ballesta); la fuerza 

Fig. 981 

de resistencia al movimiento es proporcio
nal (con coeficiente de proporcionalidad 1..) 
al primer grado de la velocidad; / 1 (t) es 
la fuerza exterior o perturbadora. 

Resolviendo la ecuación de la forma 
(42), se describen las oscilaciones pequeñas 
también de otros sistemas mecánicos que 
tienen un grado de libertad, por ejemplo, 
oscilaciones torsionales del volante sobre 
un árbol elástico, si x es el ángulo de giro 
del volante; m, momento de inercia del 

volante; k , rigidez torsional del árbol y m/1 (t), momento de fuerzas 
exteriores respecto al eje de rotación. Las ecuaciones de la forma 
(42) describen no sólo oscilaciones mecánicas, sino también los 
fenómenos en los circuitos eléctricos. 

Supongamos que tenemos un circuito eléctrico, compuesto por 
la inductancia L, resistencia R y capacidad C, al cual es aplicada 
una f. e. m, E (fig. 381). Designemos por t la corriente en el circuito; 
por Q, la carga del condensador; entonces, como es sabido de la 
electrotecnia, i y Q satisfacen a las siguientes ecuaciones: 

L~+Ri+ !]_= t: 
dt e · (43) 

dQ =t. 
dt 

(44) 

De la ecuación (44) obtenemos: 

lfQ clt 
df =a¡ (441 

•) V~ase, por ejemplo, ~omo 11, capitulo XIII, § 26, doude hemos obtenido 
la ecuación semejante, al examinar la oscilación de una carga sobre una ballesta. 
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Introduciendo (44} y (44') en la ecuación (43), obtenemos para Q 
una ecuación de la forma (42): 

L rfQ + R dQ + _!_Q= E. (45) 
dt2 dt e 

Derivando ambos miembros de la ecuación (43) y aplicando la ecua
ción (44), obtenemos la ecuación para determinar la corriente t: 

Las ecuaciones (45) y (46) son de la forma (42). 

f 15. SOLUCION DE LA ECUACION DIFERENCIAL 
DE OSCILACIONES 

Escribamos la ecuación de oscilaciones en la forma: 

á"x dx - + a,-+azx=f(t), 
dt' dt 

(46) 

(47) 

donde el sentido mecánico o físico de la función desconocida x, 
los coeficiontes att a2 y la función 1 (t) se determina fácilmente, 
comparando esta ecuación con las (42}, (45}, (46). Hallemos la solu
ción de la ecuación (47}, que satisface a las condiciones iniciales: 
:r = x0 , x = x~, cuando t = O. 

Formemos la ecuación auxiliar para (47): 

x (p) (p" + atP + az) = ZoP + x~ + asXo + F (p), (48) 

donde F (p) es la imagen de l a función 1 (t). De la igualdad (48) 
hallamos: 

z (p) = XoP + Xo + a,xo + F(p) 
p

2 + atP + az P
2 + atP + az 

(49) 

Ast, para la solución Q (t) de la ecuación (45) que satisface a las 
condiciones iniciales: Q = Q0 , Q' = Q;, cuando t = O, la imagen 
tendrá la forma: 

7j (p) = L (QoP + Qó) + RQo + E (p) 
1 1 

Lp
2 + Rp + e Ll + lip + C 

28-536 
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El carácter de la solución depende en gran medid a de que las 
raíces del tl'inom io p2 + a1p + a2 sean complejas, o bien reales 
distintas, o bien reales iguales. Examinemos detalladamente el 
caso en que las raíces del t rinomio son complejas, es decir, cuando ( ~~ r -a2 < O. Los demás casos se examinan análogamente. 

Puesto que la imagen de una suma de dos funciones es igual a l a 
suma de sus imágenes, entonces, en virtud de la fórmula (38), la 
función inicia l para la pdmera fracción que se encuentra en el se
gundo miembro de (49) toma la forma: 

x0p + xó + asXo · - T ' [ t , / ai + .• ~ e X o cos V az - -
p- + asp + az · 4 

Hallemos aho1·a la función inicial que corresponde a l a fracción: 

F(p) 

Pz+asp+az· 

Aquí apliquemos el teorema de convolución, tomando en conside
ración que 

F (p ) _¿ f (t) . 

Por consiguiente, según la fórmula (39) obtenemos: 

(51) 
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Pues, teniendo en cuenta (50) y (51) de (49), obtenemos: 

x(t)=e-':f'[x,co•t~+ :+~¡""'~]+ 
a2 --

4 
1 

1 r - !!!. Ct- 'tl , j a2 + ~J f("t)e 2 sen(t-'t') V a2 -td't'. (52) 
a, a2-- o 
4 

Si la fuerza exterior f (t) = O, es. decir, si tenemos oscilaciones 
mecánicas o eléctl'icas libres, entonces la solución se eXJ)resa por 
el primer sumando del segundo miembro de l a expresión (52). Si 
los datos iniciales son iguales a cero: x0 = x¿ = O, la solución se 
expresa p'or el segundo suman do del segundo miembro de la igual
dad (52). Examinemos más detalladamente estos casos. 

§ lf>. l NVESTIGAClON DE LAS OSCILACIONES LIBRES 

Supo ngamos que la ecuación (47) describe las oscilaciones libres, 
es decil·, f (t) E O. Introduzcamos, para simplificar la escritura 
de las fórmulas, las designaciones: a1 = 2n, a2 = k~, k~ = k~- n~. 
Entonces la ecuación (47) toma la forma: 

d2 . -T + 2n dx + k2x = O. (53) 
dt dt 

La solución. de esta ecuación x11b, qt1e satisface a las con diciones 
iniciales: x = x0 , x' = x~ cuando t = O, se da por la fórmula (50) 
o por el pt:imer Sltmando de la fórmu la (52): 

() - rtt [ 1 X~+ Xon k ] 
Xub t =e x 0 cos"·1t + k, sen 1t . (54) 

Designemos x0 = a, xó -~ ron = b. Es evidente que para a y b cuales-• . 
quiera se puede elegir M y l5 tales, que a= M sen{), b = M cos 6, 
siendo M 2 = a2 + ú2 , tg6 = a/b. Escribamos la fórmula (54) del 
modu siguiente; 

XJJb = e-nt [M cos kit sen 6 +M sen k1t cos 6], 

o, definitivamente, podemos escribir la solución en la rol'ma: 

Xub =V a2 + ll e-nt sen (kit+ 6). (55) 



436 C6/.culo op~racional g alguntU tk 1us apl/.cacio~• 

La solución (55) corresponde a las oscilaciones ~ue se amcrtiguan. 
Si 2n = a1 = O, es decir, si no hay rozamiento interno, la solu

ción tendrá la forma: 

xllb = V a2 + b2 sen (ktt + 6). 

En este caso tienen lugar las oscilaciones arm6nicas (En el tomo II, 
capítulo XIII, § 27, en las figs. 270 y 271 se dan las gráficas de 
las oscilaciones armónicas y amortiguadas). 

§ 17. INVESTIGACION DE LAS OSCILACIONES MECANICAS 
Y ELECTRICAS EN CASO DE APLICACION 
DE UNA FUERZA PERIODICA EXTERIOR 

Al estudiar las oscilaciones elásticas de los sistemas mecánicos, 
y, en particular, al estudiar las oscilaciones eléctricas, hay que 
examinar diferentes tipos de fuerza exterior f (t). Examinemos de
talladamente el caso de una fuerza periódica exterior. Sea la ecuación 
(47) de la forma 

(56) 

Para aclarar el carácter del movimiento es suficiente examinar el 
caso de x0 = x~ = O. Podemos obtener la solución de la ecuación 
mediante la fórmula (52), pero, desde el punto de vista metodo
lógico, aquf es más cómodo obtener la solución, ejecutando todos 
los cálculos intermedios. 

Escribamos la ecuación de imagen: 

- .. "t (1) 
X (p)(p~ + 2np +!()=A 2 2' 

p +w 
de donde obtenemos 

- A(J) 
x (p) = {p2J+ 2np + !(') (pz + wz) . 

(57) 

Examinemos el caso de 2n =1= O (n1 < k'). Descompongamos la 
fracción del segundo miembro en fracciones elementales: 

A(J) (58) 

Determinemos las constantes B, C, D por el método de coeficientes 
indefinidos. Aprovechando la fórmula (38), de la (57) hallemos la 
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función inicial: 

.:r: (t) = ¡¿. 2~ 2 2 {(k2 
- ro2

) sen rot - 2nro cos rot + 
( -ro ) +4nro 

+ e- nt [ (2rt2 - k2 + (l)2) :, sen k 1t + 2nro cos k1t ]} ; (59) 

aquí, de nuevo k 1 = Y k2 - n2 • Esta es la solución de la ecuación 
(56) que satisface a las condiciones iniciales: .r0 = x~ = O, cuando 
t = o. 

Examinemos un caso particular, cuando 211 = O. Esto corres
ponde a que, por ejemplo, en un sistema mecánico no hay resistencia 
interior, o sea, falta el amortiguador. Para el caso de un circuito 
eléctrico esto corresponde a que R = O, es decir, no hay resistenda 
interior en el circuito. Entonces la ecuación (56) toma la iorma: 

lf.:r: t-2 
- 2- + " .:r: = A sen rot, 
dt 

(60) 

y la solución de esta ecuación que satisface a las condiciones: .:r:0 = 
= .:r:; = O, cuando t = O, se obtiene, si en In fórmula (59) ponemos 
n = 0: 

A 
.:r: (t) = • .2. 2 [ - ro sen kt +k sen rot). 

(" - ro ) k 

Aqui tenemos la suma de dos oscilaciones 
armónicas: propias, con frecuencia k: 

A (l) 
.:r:p (t) = - ,_2 2 sen kt 

"-(l)k 

y forzadas, con frecuencia ro: 

A 
.:r:, (t) = ¡¿. 2 sen rot. 

-ro 

Para el caso de k » ro el carácter de 
. oscilaciones está representado en la 

fig. 382. Ftg. 982 

(61) 
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Hegresemos de nuevo a la fórmula (59). Si 2n >O, lo que tiene 
lugar en los sistemas mecánicos y eléctricos examinados, entonces 
el término qne contiene el factor e-"1, que representa oscilaciones 
amortiguadas propias, va decreciendo rápidamente, cuando t crece. 
Con t bastante grande el carácter de las oscilaciones se determina 
por el término que no contiene el factor e-"1, es decir, por el término: 

Introduzcamos las designaciones: 

(JC - w~2 + 4n2w
2 

donde 

M coseS; 
A · 2n<o> 

M sen eS, (63) 

Se puede escribir la solución (62) del modo siguiente: 

De la fórmula (64) se deduce que la frecuencia k de oscilaciones for
zadas coincide con la frecuencia w de la fuerza exterior. Si la 
resistencia intel"ior que se caracteriza por el número n, es peqneña 
y la frecuencia w es próxi ma a la frecuencia k , entonces la amplitud 
de osci1aciones puede ser hecha tan g1·aude como se quiera, p11esto 
que el denominador puede ser arbitrariamente pe·queño. Para 
n = O, <o2 = k'l; la solución no se ex presa por la fót·mu la (64). 

§ t 8. SOLUCIO N DE LA ECUACION DE OSCILACIONES 
EN CASO DE RESO NANCIA 

Examinemos un caso particular, cuando a1 = 2n = O, es decir, 
cuando no hay resistencia y la frecuencia de la fuerza exterior 
coincide con la frecuencia de oscilaciones propias k = w. En este 
caso la ecuación toma la for ma: 

(65) 
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H allemos la solución de esta ecuación que satisface a las con
diciones i nicia les: x0 = O, x¿ = O, cuando t = O. La ecuación 
auxiliar será: 

de donde 

x (p)(pz + kzl = A 2 k •2' 
p +" 

- A k 
X (p) = (p 2 + k2)2 ' (66) 

H emos obtenido una fmcción racional propia de tipo IV, que no 
habiamos examinado en forma general. A fi n de hallar la función 
inicia l para la i magen (66), aprovechemos el siguiente procedi mien
to. Escl'i bamos la identidad (fó rmula 2 de la t abla 1) 

00 

-2 k z= r e-pt sen kt dt. 
p +k J . 

o 
(67) 

Derivemos *) am bos miembros de esta igualdad rcspcclo a /•: 

"" 
1 2k

2 ~ - pi - 2- -.- ., ,;. 2 = e tcoskt dt. 
p + k• (p• +k) 

o 
Usanclo la igualdad (67), podemos escribirla en la Iormn: 

"" 
2k

2 
~ - pi [ 1 J -

2 22
= e t cosl•t --sen kt dt. 

(p +k) k o 
De donde se deduce d ircctnmente: 

__ A_k___, --=+_A_ ( .!._ sen kt - 1 cos kt) 
<l + k~)2 • 2k k 

(do esta fó •·mul a se ohLli:me la 13 de la tai.J i a 1). Pnes, la solución 
buscada d~ ~ :. ecuación (65) es: 

x(t) = :k (~sen kt - tcoskt) . (68) 

*) Ln in~11gral del segundo m~embro, se puedo representar en forma de una 
su111a rlc dos ~ntegraltl3 d~ u¡¡a ;·::r!ah!~ real. cada una de las cuales depende del 
pttrtím~>lro k. 
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Estudiemos el segundo sumando de esta solución 

A 
,:¡;2 (t) = - 2k t cos kt; (68') 

al aumentar t, esta magnitud no es acotada. La amplitud de os
cilaciones que corresponden a la fórmula (68') crece ilimitadamente, 
al aumentar indefinidamente t. Por tanto, la amplitud de oscila
ciones que corresponden a la fórmula (68) crece ilimitadamente. 
Este fenómeno que tiene lugar al coincidir la frecuencia de oscila
ciones propias con la frecuencia de fuerza exterior, se llama reso
nancia (véase también tomo 11, capitulo XIII, § 29, fig. 273). 

§ 19. TEOREMA DE RETARDO 

Sea la función 1 (t) idénticamente igual a ce.ro, cuando t < O 
(fig. 383, a). Entonces la función j (t - t0 ) se.rá idénti camente 

r 
1 

o o lo t 
a} Ó) 

Ftg. 989 

igual a cero, cuando t < t0 (lig. 383,b).- Demostremos el siguiente 
teorema de retardo: 

Teorema. Si F (p) es imagen de la junci6n f (t), entonces 
e-Ptop (p) es la imagen de la lunci6n 1 (t- t0), es decir, si f (t) ~ F (p), 
entonces: 

/ (t- t0) ~ e-Ptop (p.) 

Demostración. Según la defini'Ción de imagen tenemos: 
00 fo OD 

L {f lt- t0)} = ~ ,e- '~'~J (t-!0) dt =S e-'f>t! (t-t0) dt+ ~ e- Ptj(L-t0) dt. 
o O to 

La primera integral del segundo miembro de la igualdad es 
igual a cero puesto que f (t - t0 ) = O, cuando t < t0 • En la última 
integral sustituyamos la variable, poniendo t - t0 = z: .. 
L {f(t- t0)} =S e-ph+ t.>¡(z) dz =e- Pto S e- P•¡ (z) dz = e- pt.F(p). 

o o 
De este modo, f (t - ~) ..;,.. e- PJe F (p) . 
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Ejemplo. En el § 2 hemos establecido para 
una función unitaria de Heaviside: o0 (t) +-.!.. . • . p 
BaSiindose en el teorema demostrado, se deduce 
que para la función o0 (1 - h), representada en 

441 

CS0 ( t -h/ 

la flg. 384, la imagen L será .!.. e-Ph, es deol r , 
p o /¡ t 

. t -~ a0 (1 - h)--.-..... 
• p 

Ejerelcloa para el capftulo XIX 

Ftr. S84 

Hallar las soluciones de las siguientes ecuaciones para l as condiciones 
Iniciales indicadas: 

l. !:~ +3 !: + 2z =0, z=i, z' = 2 para 1 = 0. Retp. z - 4e-'-3e-''· 

2. !~-!:~ -o. z=2, z' =O, z" = 1 para 1=0. Rttp. z -= 1 - t + e'. 
d2z dz eO' 3. dt' -2aTt+ (a 2 + b')x=0, z = zo. z'= zó para 1 =0. Rttp. z = T X 

X (zob cos bt + (zó-zoa) sen bl). 
d~ dx l li. dt2 -3Tt+2z = e''· z = 1, x'=-2 para 1= 0. Rup. z = i2 e'' + 

1 2 + -¡e' +3 e2
1
• 

5 d
2
x 2 ~'= zo' para O R a . dt' +m x=a cos nt, z = xo, ~ t = . tlp. z = m'-n'X 

z' 
X (cosnl -cosmt) + z0 cosmt+-0 sen me. 

m 
dlz dz , 1 6. dt' -Tt= t1 • z =O, z = 0 para t esO, Rup. z=2e1 - 3 t'- t' - 2t-2. 

7. ~:= +x= ~ l'e', x=z'=x"=O para 1= 0. Resp. z={- ( t~-3t+f) X 

1 1 { 1 l/3 1 l/3 } ~ 1 
x e1- 24 r 1 - 3 cos-

3
--l/3sen-

2
- e . 

8 asz 1 ' • O O R t t 1 . dlll + x = , xo= z0 = z0 = para 1 = . ap. z =- - 3 e--
1 -

2 2 l l/3 - 3 e cos-
2
-

d' :>: d2:>: 
9. dt• -2 dtt +z=senl, z0 = zó ,.z0= x&"=0 para t~ O. Re1p. z= 

=i (e1 (t - 2) + r 1 (t+2)+2 sen tJ . 
10. Hallar la solución del s istema de ecuaciones diferenciales 

a•x a•v 
"dt'§"+v=t, dt• +z=O, 

que satisface a laa condiciones iniciales: zo= vo=xó=vó=O, cuando 1=0. 
1 1 1 t 1 t Rttp, z (t)= - 2 cos t + -¡-e1 +-¡-e-1, v (1)= - 2 eos 1--.r•'--¡- e- 1 +t. 
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